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0 Introduccio´
0.1 La histo`ria de les lleis de reciprocitat
S’atribueix a Herbrand haver dit sobre la teoria de cossos de classe que cap teoria matema`tica demostrava
amb unes proves tan complicades resultats tan simples i potents. Me´s enlla` de la vanitat dels matema`tics
que han aportat quelcom a aquesta teoria, crec que no errar´ıem si digue´ssim que estem davant d’un assumpte
central en l’a`lgebra moderna, ja que existeixen en els cossos de classe relacions relativament senzilles amb
tots els problemes que els algebristes del segle XXI segueixen estudiant: des de les corbes el·l´ıptiques, les
formes modul·lars, la seva fonamentacio´ sobre la teoria algebraica de nombres...
L’objecte del nostre estudi seran les extensions abelianes d’un cos K. La idea de la monografia e´s pensar en
cossos de nombres o cossos locals no arquimedians, tot i que tambe´ valdria per a altres tipus de cossos, com
per exemple cossos de funcions.
Podr´ıem comenc¸ar una primera aproximacio´ histo`rica a aquesta teoria per la llei de reciprocitat quadra`tica.
Definicio´ 0.1. Sigui p ∈ Z primer. Diem que a e´s residu quadra`tic de p si l’equacio´ x2−a te´ alguna solucio´
a Fp1.
Euler enuncia la llei en els segu¨ents termes. Suposem que p, q so´n primers senars i diferents:
1. Si algun dels primers e´s congruent amb 1 mo`dul 4, aleshores p e´s residu quadra`tic de q si i nome´s si q
e´s residu quadra`tic de p.
2. Si ambdo´s primers so´n congruents amb 3 mo`dul 4, aleshores p e´s residu quadra`tic de q si i nome´s si q
no e´s residu quadra`tic de p.
Euler es va basar en l’estudi de les formes quadra`tiques representades per nombres primers, e´s a dir, els
primers que es poden escriure de la forma X2 + NY 2 per a alguna N . Me´s tard, amb les aportacions de
Lagrange i Legendre es va millorar la notacio´, introduint els s´ımbols de Legendre:
(
a
p
)
=
 0 si p divideix a1 si a e´s residu quadra`tic de p i no e´s mu´ltiple de p−1 si a no e´s un residu quadra`tic de p.
Amb aquesta notacio´, la llei de reciprocitat quadra`tica es pot escriure de la segu¨ent manera.(
p
q
)(
q
p
)
= (−1) p−12 q−12 .
Gauss va donar dues proves d’aquest teorema. La primera tenia una component fortament geome`trica. La
segona usava el procediment de les sumes de Gauss, e´s a dir, sumes de s´ımbols de Legendre per pote`ncies
d’una arrel p-e`ssima primitiva de la unitat i relacions entre elles. Per a efectuar ca`lculs amb els s´ımbols de
Legendre que ens donin resultats interessants se sol usar el criteri d’Euler, que afirma que
a(p−1)/2 ≡
(
a
p
)
(mod p).
Aixo` do´na lloc a valors concrets dels s´ımbols de Legendre, per exemple:(−1
p
)
=
{
1 si p = 1 mod 4
−1 si p = 3 mod 4.
Per demostrar el criteri d’Euler e´s suficient usar eines de teoria de grups sobre el grup multiplicatiu (Z/pZ)×
i que la aplicacio´ que a cada a l’envia al seu s´ımbol de Legendre e´s un morfisme de grups.
Gauss mateix va notar que aquesta llei de reciprocitat obria les portes a la teoria moderna d’anells, ja que
permetia, en un cert sentit, classificar quins elements seguirien sent primers en una certa extensio´ d’anells
de Z.
Per exemple, en els enters de Gauss Z[i], aquells primers de Z que es mantenien com a tals eren aquells per
1Gauss hague´s dit, que x2 − a e´s divisible per p per algun x.
3
als quals l’equacio´ x2 + 1 no tenia cap solucio´, per tant els que
(
−1
p
)
= −1, o el que e´s el mateix (com ja
hem vist), els que eren congruents amb 3 mo`dul 4. Me´s endavant, a aquests els anomenarem primers inerts.
En canvi, els que descomponen seran aquells pels quals l’equacio´ anterior s´ı que te´ solucio´ mo`dul p, e´s a dir,
els congruents amb 1 mo`dul 4, i direm que descomponen en l’extensio´ Z[i]. En aquest cas hem obviat el
primer 2, en el qual s´ı que te´ solucio´ la nostra equacio´, donant lloc a una descomposicio´ en irreductibles de
la forma (1 + i)(1− i); aquests dos elements so´n el mateix llevat multiplicacio´ per unitat, i direm llavors que
el primer 2 ramifica.
Aquest estudi es podra` generalitzar a altres extensions quadra`tiques dels enter de la forma Z[
√
d] amb l’u´s
del s´ımbol
(
d
p
)
. Recordem que per la llei de reciprocitat quadra`tica(
q
p
)
= (−1) q−12 · (−1) p−12
(
p
q
)
,
i per tant si definim p∗ = (−1) p−12 p tindrem que(
p∗
q
)
=
(
q
p
)
.
Sabem que totes les extensions quadra`tiques d’un cos so´n de Galois amb grup de Galois Z/2Z = {±1}. Per
tant, l’aplicacio´
(
p∗
·
)
do´na un morfisme de grups entre el grup d’ideals primers de Q (relativament primers
amb p) i el grup de Galois de l’extensio´ quadra`tica Q(
√
p∗)/Q.
En general, el s´ımbol de Legendre es pot generalitzar a tots els elements del cos sempre que tinguem des-
composicio´ u´nica (DFU). Aquesta sera` (
d
N
)
=
∏( d
pi
)ni
on N =
∏
i p
ni
i e´s la descomposicio´ en factors primers. Aquest s’anomena s´ımbol de Jacobi.
La utilitat del que hem explicat fins ara radica en que el s´ımbol de Legendre codificara` informacio´ sobre el
comportament dels primers de Z en una extensio´ quadra`tica de Q, e´s a dir, l’aritme`tica del cos base (Q)
do´na informacio´ sobre una extensio´ abeliana finita, en aquest cas quadra`tica (K = Q(
√
p∗)). En particular,
el s´ımbol de Legendre indica quins primers descomponen i quins so´n inerts en Q(
√
p∗). E´s habitual referir-se
a aquests resultats sobre quins primers descomponen com l’aritme`tica del cos.
Einsenstein va generalitzar les lleis de Gauss a extensions cu´biques i biquadra`tiques, afegint me´s congrue`ncies
de primers que definien el funcionament de les extensions. Tot i aix´ı, e´s me´s il·lustrador pensar en el
comportament dels primers en les extensions cicloto`miques.
Sigui ζn una arrel n-e`ssima primitiva de la unitat. En aquesta extensio´ podem construir el segu¨ent s´ımbol,
definit per a primers p tals que (p, n) = 1: (
p
Q(ζn)/Q
)
= ρ,
amb ρ = ζpn, i que es pot entendre com un element del grup de Galois (ja que sabem e´s isomorf a (Z/mZ)×,
o alternativament al grup d’arrels de la unitat primitives mo`dul n). En aquestes extensions direm que un
primer ramifica si divideix al nombre n. Tindrem una classe especial de primers distingits, aquells que via
aquesta aplicacio´ van al neutre: seran els primers del tipus kn+ 1 i so´n els que descomponent completament
en l’extensio´ cicloto`mica. Per a veure la relacio´ de la teoria de cossos de classe amb aquestes lleis de
reciprocitat, a la seccio´ d’aplicacions posarem aquests s´ımbols amb tot el detall per a un cos de nombres
qualsevol i veurem com les lleis de reciprocitat es desprenen fa`cilment dels resultats ja demostrats.
Dirichlet va treballar en els resultats sobre els cossos cicloto`mics i va intentar extreure’n conclusions respecte
a la quantitat de primers existent en un cos de nombres determinat i va introduir els anomenats cara`cters
de Dirichlet, que defineixen morfismes de grups χ entre les unitats de Z/mZ i C×. Observi’s que a la imatge
nome´s tenim arrels de la unitat. A aquests cara`cters li podem associar unes se`ries concretes que anomenem
L-se`ries:
L(s, χ) =
∞∑
n=1
χ(n)
ns
=
∏
p
(1− χ(p)p−s)−1
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La introduccio´ d’aquestes se`ries per part de Dirichlet i Riemann denota una manera fortament anal´ıtica de
pensar la teoria de cossos de classe i demostrar-ne els resultats, que no seguirem durant el transcurs del
treball. Pero`, com be´ apuntava Herbrand, ens permet obtenir resultats forc¸a senzills com, per exemple, el
teorema de la progressio´ aritme`tica de Dirichlet.
Teorema 0.1. Siguin a,m enters sense divisors en comu´. Existeixen infinits nombres primers de la forma
p = a+mn per n ∈ Z.
Aquest teorema pot ser extrapolat a nocions me´s amplies a l’hora de comptar primers en una extensio´, com
e´s el teorema de Chebotarev, que en particular ens dira` que el conjunt de primers del teorema anterior te´
densitat de Dirichlet 1ϕ(m) , entenent la densitat d’un conjunt de primers S ⊂ P (on P denota el conjunt de
tots els primers de Z) com:
δ(P) = lim
n→∞
|{p ∈ S tal que p ≤ n}|
|{p ∈ P tal que p ≤ n}| .
El primer compendi generalitzat de totes les lleis de reciprocitat i aproximacio´ als resultats de la teoria de
cossos de classe tal i com els presentarem va ser donat per Hilbert en el seu llibre Zahlbericht, l’any 1897, tot
i que molts dels resultats no van ser desenvolupats tal i com els presentarem fins als anys 30 per matema`tics
com Artin, Hasse, Hecke, Weil o Takagi.
En aquest llibre es troba la primera prova correcta del teorema de Kroenecker-Weber, que afirma que
qualsevol extensio´ abeliana de Q esta` continguda en una extensio´ cicloto`mica. Els dos matema`tics que donen
nom al teorema havien ja proporcionat proves aproximades, pero` amb errors en alguns casos particulars com
en les extensions de discriminant pote`ncia de 2.
El llibre tambe´ conte´ el que avui coneixem com teorema 90 de Hilbert i un ape`ndix sobre teoria de Kummer
per a un tipus particular de cossos, a me´s d’un resum de les lleis de reciprocitat introduint els s´ımbols de
Hilbert, que so´n generalitzacions dels s´ımbols anteriors per a un tipus concret de formes quadra`tiques que
deixen entreveure la necessitat d’obtenir primer resultats per a cossos locals, com per exemple Qp (aquests
resultats estaven sent desenvolupats simulta`niament per Hensel i Kummer).
Definicio´ 0.2. Sigui p un nombre primer. Un enter p-a`dic a Zp e´s una se`rie de la forma
∑∞
n=0 anp
n amb
an ∈ Z/pZ. Zp e´s un anell ı´ntegre amb les operacions suma i producte naturals.
Prendrem Qp com el cos de fraccions d’aquest anell. En el cap´ıtol 2 veurem que aquests cossos so´n la
complecio´ de Q respecte una certa valoracio´. L’avantatge d’aquests cossos e´s que nome´s tindran un ideal
maximal, que sera` el generat per p (Zp e´s un anell de valoracio´ discreta), i aixo` facilitara` de forma notable
l’estudi de qu¨estions aritme`tiques.
0.2 El programa de la teoria de cossos de classe
Un cop fet aquest petit repa`s histo`ric, podem dir que els objectius de la teoria de cossos de classe so´n
principalment els segu¨ents.
1. Descriure totes les extensions abelianes d’un cos de nombres K nome´s en termes de l’aritme`tica de K.
Per aixo` hem de relacionar el que abans hem definit com aritme`tica del cos amb la construccio´ del grup
de classes, un cert grup constru¨ıt a partir dels ideals de l’anell d’enters de K (sovint direm directament
els ideals de K, tot i que nome´s hi ha dos ideals en el cos).
2. Descriure el grup de Galois de les extensions abelianes del cos en termes d’aquesta aritme`tica.
3. Descriure la descomposicio´ dels ideals primers en aquestes extensions abelianes.
Per a qualsevol extensio´ abeliana L/K es defineix el s´ımbol d’Artin com l’aplicacio´( .
L/K
)
{Ideals primers de K} → Gal(L/K),
de manera que quan dotem d’estructura de grup als ideals esdeve´ un morfisme de grups (observem que per
a definir aquesta aplicacio´ s’han d’excloure els primers que ramifiquen en l’extensio´). A me´s, factoritzant a
trave´s d’un cert subgrup nucli esdeve´ un isomorfisme. Aquest nucli sera`, ba`sicament, el subgrup Nm(L) on
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L e´s la pro`pia extensio´, e´s a dir, les normes de tots els elements de l’extensio´ (un cop excloem la ramificacio´)
dins el grup d’ideals. Per aixo`, a les extensions L les anomenarem cossos de classe. Amb aixo` tambe´ podrem
construir extensions L/K que compleixin les propietats que a nosaltres ens interessin en termes dels ideals
primers, e´s a dir, en el que definirem com ramificacio´. A me´s, cada ideal primer tindra` imatge en un element
concret del grup de Galois que anomenarem Frobenius. Alguns resultats dels quals es va tardar forc¸a anys
en trobar una demostracio´ seran simples corol·laris d’aquesta llei de reciprocitat, com el Kroenecker-Weber.
Tambe´ veurem que en el camı´ cap a la demostracio´ tambe´ podem trobar-ne d’altres.
Per suposat, aquest programa sera` me´s fa`cil quan en el cos K nome´s tinguem un ideal primer, donant lloc
a la teoria local de cossos de classe. A me´s en aquest cas podrem agafar com a grup de classe el propi grup
multiplicatiu del cos.
Tambe´ haurem de veure perque` tots aquests resultats nome´s valen per a extensions abelianes. Aixo` es deu
a que` si prenem l’extensio´ abeliana maximal continguda en una extensio´ donada, els subgrups de norma
seran els mateixos. Per aprofundir me´s en aquest problema, Robert Langlands, premi Abel d’aquest any,
va proposar l’intent de relacionar els grups de classe amb representacions de Galois (endomorfismes d’espais
vectorials dotats de la mateixa estructura que un grup de Galois) de les extensions no abelianes. La majoria
de les conjectures proposades per ell encara es troben sense demostracio´.
L’estructura del treball sera` la segu¨ent.
1. En el cap´ıtol inicial, presentarem una se`rie de resultats aritme`tics sobre teoria algebraica de nombres
necessaris per entendre els resultats centrals del treball, aix´ı com la demostracio´ donada per Hilbert
del teorema de Kroenecker-Weber.
2. En el segon, presentarem els cossos locals i les seves extensions, fent visible perque` resulta me´s senzill
demostrar certs resultats en aquest context.
3. En el tercer, desenvoluparem l’eina ba`sica per demostrar aquests resultats de manera moderna, que e´s
la cohomologia de grups. Aquesta teoria serveix com a me`tode general per a moltes altres branques de
la teoria de nombres com les corbes el·l´ıptiques o la teoria de formes modulars, al mateix temps que
ja sabem que e´s una de les eines fonamentals en la topologia algebraica. Aquesta seccio´ acabara` amb
l’enunciat del teorema de Tate, que relaciona grups de cohomologia de la mateixa paritat, i per tant,
quan els relacionem amb els nostres objectes, valdra` com a morfisme per derivar la llei de reciprocitat
d’Artin.
4. El quart cap´ıtol donara` tots els resultats necessaris de la teoria local, demostrant primer la llei de
reciprocitat i veient que compleix el que nosaltres imposem per al morfisme de Frobenius. Tambe´
construirem tots els subgrups de norma per a qualsevol cos local.
5. En el cinque` cap´ıtol, enunciarem tots els resultats de la teoria en el cas global. Per fer aixo`, necessitarem
treballar amb un cos global que entenem com a producte infinit de cossos locals, i apareixeran alguns
problemes topolo`gics relacionats amb la compacitat local. Amb la finalitat de solucionar aquests
problemes, introduirem la notacio´ ade`lica (uns nous anells que anomenarem ade`les), que e´s la me´s
utilitzada per descriure la reciprocitat d’Artin sense u´s d’eines anal´ıtiques. Amb aixo`, tornarem a usar
els resultats de cohomologia amb els ide`les i recuperarem els mateixos resultats en aquest context.
6. A la seccio´ final, a mode de conclusio´, parlarem de quines aplicacions te´ la teoria de cossos de classe
global, intentant abrac¸ar resultats que es desprenguin de manera relativament senzilla, com per exemple
les lleis de reciprocitat presentades en aquesta seccio´ a mode de motivacio´. Tot i aix´ı, donada la
centralitat del que haurem demostrat, les consequ¨e`ncies s’escaparan fa`cilment de les nostres mans.
6
1 Preliminars de teoria algebraica de nombres
1.1 Ideals fraccionaris i grup de classes
Definicio´ 1.1. Un anell de Dedekind e´s un anell A que compleix les tres segu¨ents propietats.
1. A e´s Noetheria`, e´s a dir, tot ideal e´s finitament generat.
2. A e´s integralment tancat, e´s a dir, e´s la clausura entera del seu cos de fraccions.
3. Tot ideal primer diferent del zero e´s maximal.
El segu¨ent resultat e´s el me´s rellevant sobre aquest tipus d’anells.
Teorema 1.1. En un anell de Dedekind, tot ideal a descomposa de manera u´nica com a producte d’ideals
primers de la forma a = pn11 . . . p
ns
s .
Recordem que un mo`dul sobre l’anell A e´s un grup M on fem actuar l’anell. Un submo`dul e´s un subgrup de
M on al fer actuar A ens mantenim dins del subgrup. Un ideal de l’anell A, per exemple, e´s un mo`dul sobre
A, i de fet, es pot veure tambe´ com un submo`dul d’A.
Aix´ı, si el nostre objectiu e´s estudiar la aritme`tica d’un cos (o del seu anell d’enters), ens interessa poder
definir una operacio´ sobre els ideals no nuls que ens doni una operacio´ de grup.
Definicio´ 1.2. Sigui K un cos i A el seu anell d’enters. Un ideal fraccionari a e´s un A-submo`dul de K tal
que existeix d ∈ A tal que da ⊂ A.
Exemple 1.1. Els ideals d’A so´n ideals fraccionaris. Els submo`duls del tipus ( cd ) (amb d 6= 0) so´n un altre
exemple.
Donat que A e´s noetheria`, tots els ideals fraccionaris so´n finitament generats. Si estan generats per un
sol element els direm principals. Definim el producte d’ideals fraccionaris igual que el d’ideals en un anell
qualsevol
ab =
{ ∑
i
aibi | ai ∈ a bi ∈ b
}
.
De manera senzilla es veu que aquest producte e´s associatiu i commutatiu. L’ideal total K actua com a
element neutre. Per u´ltim, resta comprovar que tot ideal fraccionari te´ un invers.
Lema 1.1. Sigui a ⊂ K un ideal fraccionari. Definim
a′ =
{
a ∈ K | aa ⊂ A}.
Llavors, a′ e´s un ideal fraccionari i satisfa` aa′ = A.
Demostracio´. Per la pro`pia definicio´, tenim aa′ ⊂ A i clarament e´s un ideal. En cas que no sigui el total,
estara` contingut en un ideal primer p 2. Sigui Ap la localitzacio´ en aquest ideal, i siguin b, b
′, q les imatges
de a, a′, p; es satisfa` bb′ ⊂ q. Observem que q e´s l’u´nic ideal primer i estara` generat per un uniformitzador
pi. Per altra banda, b tambe´ sera` principal generat per algun pim i per la pro`pia definicio´, b′ estara` generat
pel seu invers pi−m, la qual cosa implica que bb′ = Ap, que contradiu la inclusio´ dins q.
En particular per als ideals fraccionaris principals no nuls (d) el seu invers e´s (d−1).
Amb aixo` ja tenim que els ideals fraccionaris formen un grup IK , del qual els principals PK en formaran un
subgrup.
Definicio´ 1.3. El grup de classes d’un cos K e´s el grup quocient dels ideals fraccionaris per els ideals
fraccionaris principals
CK =
Ideals fraccionaris
Ideals fraccionaris principals
= IK/PK .
2En els anells de Dedekind, els primers no zero i els maximals so´n els mateixos. A me´s, qualsevol ideal no trivial esta`
contingut en un maximal.
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Anomenem nombre de classes a l’ordre d’aquest grup. Un dels teoremes me´s rellevants de la teoria algebraica
de nombres cla`ssica e´s que per a qualsevol cos K el nombre de classes e´s finit. Aquest teorema es basa en
trobar una fita per al nombre de classes depenent del grau d’aquest cos de nombres sobre Q i el nombre
d’immersions d’aquest cos en els complexos. Aquesta s’anomena la fita de Minkowski i el seu valor e´s√
|D|
( 4
pi
)r2 n!
nn
,
on r2 e´s el nombre de parells d’immersions complexes conjugades, D e´s el discriminant de l’extensio´ i n e´s
el grau. Milne, ANT, 4
1.2 Extensions d’ideals primers
L’esquema que estarem seguint quan parlem de primers en un cos sera` el segu¨ent. Prenem K un cos i L una
extensio´ algebraica finita. Siguin OK i OL els anells d’enters de cadascun dels cossos (que suposem que so´n
de Dedekind). En particular, ambdo´s so´n anells ı´ntegrament tancats i OL e´s la clausura entera de L en OK .
Per tant, tenim el segu¨ent esquema:
OL // L
OK //
OO
K
OO .
Sigui p un ideal primer a OK . Aleshores, l’ideal este`s sota la inclusio´ pOL no te´ perque` seguir sent un ideal
primer3. Pero` com que e´s un ideal en un anell de Dedekind, s´ı que tindra` alguna descomposicio´ en els primers
de l’anell de la forma
pOL = Pe11 . . .Pegg .
En particular sabem que els primers p i Pi donaran lloc al que anomenarem cossos residuals (al fer quocient
per ells), que anomenarem k = OK/p i li = OL/Pi. Es comprova fa`cilment que k ⊂ li. En particular,
aquesta sera` una extensio´ finita de cossos finits. Definim fi com el grau d’aquesta extensio´.
Teorema 1.2. Sigui L/K una extensio´ algebraica finita de grau n i p un primer amb una descomposicio´
com la descrita anteriorment. Aleshores,
∑g
i=1 eifi = n. En particular si l’extensio´ e´s de Galois, tots els ei
i tots els fi so´n iguals i per tant l’equacio´ anterior s’escriu com efg = n.
Hi ha alguns casos del resultat anterior que tindran un interes especial.
Definicio´ 1.4. Amb les notacions anteriors, sigui L/K una extensio´ de Galois. Llavors, segons el compor-
tament dels coeficients e, f, g:
1. si e = f = 1, diem que p descompon completament;
2. si g = f = 1, diem que p ramifica completament;
3. si e = g = 1, diem que p e´s inert.
Podem tambe´ classificar quins seran els primers que ramificaran, e´s a dir, aquells que tenen e > 1.
Teorema 1.3. Suposem que OL e´s lliure com a OK-mo`dul, e´s a dir, te´ una base. Aleshores, un primer
p ⊂ OK ramifica, si i nome´s si, divideix el discriminant de l’extensio´.
1.3 L’element de Frobenius
La segu¨ent definicio´ sera` clau durant tot el treball. Recordem que en les extensions de cossos finits existeix
un element privilegiat que genera el seu grup de Galois.
Definicio´ 1.5. Sigui Fq un cos de caracter´ıstica p. L’endomorfisme de Frobenius es defineix com la aplicacio´
Frobq(x) = x
q.
3Un exemple molt fa`cil de que la imatge d’un ideal primer per un morfisme d’anells no e´s necessa`riament un ideal primer
es basa en considerar la inclusio´ Z ↪→ Q; llavors pZ do´na a Q l’ideal total.
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Definim com a cos perfecte de caracter´ıstica p aquell on aquest endomorfisme e´s bijectiu.
En el cas dels cossos finits l’endomorfisme de Frobenius e´s bijectiu. A me´s, es pot veure que una extensio´ de
grau d de Fp tindra` grup de Galois c´ıclic generat per aquest element de Frobenius amb q = pd.
Volem generalitzar aquesta nocio´ als cossos amb els que treballarem, que so´n extensions de Q i de Qp. Per
fer-ho, podem usar el fet de que els cossos residuals s´ı que tenen caracter´ıstica finita. Donat σ ∈ Gal(L/K),
e´s natural preguntar-se si e´s possible considerar aquest mateix endomorfisme a nivell de cossos residuals, e´s
a dir, si existeix σˆ de manera que
σˆ : OL/P→ OL/P, σˆ[x] = [σ(x)]
estigui ben definida. Per aixo`, s’ha de requerir que σ(P) = P.
Definicio´ 1.6. El grup de descomposicio´ d’un primer P a OL, que denotem DP, e´s
DP := { σ ∈ Gal(L/K) |σ(P) = P}.
Teorema 1.4. Amb les notacions de la seccio´ anterior, el grup de descomposicio´ DP te´ ordre ef .
Demostracio´. Podem definir una accio´ de Galois sobre els ideals primers de L que es troben per sobre
d’un primer p de OK fixat; aixo` e´s aix´ı ja que σ(P) e´s tambe´ un ideal maximal de L per sobre de p. Es
comprova fa`cilment que aquesta accio´ e´s transitiva. Per tant, per la fo`rmula de les o`rbites, l’ordre del grup
descomposicio´ e´s el grau de l’extensio´ entre el nombre de maximals que tenim per sobre, e´s a dir, ng = ef .
Definicio´ 1.7. Usant les notacions de l’apartat anterior, sigui τ ∈ Gal(L/K) complint les segu¨ents condi-
cions:
1. τ ∈ DP.
2. Per tot x ∈ OL, τx = xq mod P, on q e´s el nombre d’elements del cos residual OK/p.
Direm que τ e´s un element de Frobenius. Notarem aquests elements com (P, L/K) o FrobL/K .
Definirem la norma de l’ideal primer p de OK com N(p) = q, essent q la cardinalitat del cos residual.
Podem definir de manera natural un morfisme del grup de descomposicio´ al grup de Galois de l’extensio´ de
cossos residuals,
ϕ : DP → Gal(l/k).
Aquesta aplicacio´ sera` exhaustiva ja que tot element de Gal(l/k) fixara` l’ideal P. Tambe´ podem veure que
el Frobenius que hem definit esta` a l’antiimatge del Frobenius de Gal(l/k). Per tenir un isomorfisme hem
de factoritzar pel nucli, i llavors definim el grup d’ine`rcia de la segu¨ent manera.
Definicio´ 1.8. Amb les notacions anteriors, el grup d’ine`rcia associat al primer P de OL e´s
IP = { σ ∈ Gal(L/K) |σ(α) = α mod P ∀α ∈ OL}.
Si demostrem que IP e´s el nucli de l’aplicacio´ ϕ anterior, haurem demostrat que DP/IP ∼= Gal(l/k). Tambe´
haurem vist que l’ordre de IP e´s e.
Proposicio´ 1.1. IP e´s el nucli de l’aplicacio´ ϕ.
Demostracio´. Prenem x ∈ l i li apliquem un element de IP. Prenem un representant seu x ∈ OL i sabem
que es mou a un altre element de la mateixa classe. Per tant, x queda fix per IP. Rec´ıprocament, qualsevol
element que estigui al nucli satisfa` les condicions de la ine`rica.
Corol·lari 1.1. Un primer descompon completament, si i nome´s si, el grup de descomposicio´ e´s trivial.
Aixo` es demostra nome´s mirant els ordres dels grups.
Lema 1.2. En el cas que p no ramifiqui, donat un primer P a OL existeix un u´nic element de Frobenius.
Finalment, ens falta demostrar que podem definir
(
p
L/K
)
independentment de quin sigui el primer P triat
en la seva descomposicio´ (llevat de conjugacio´). Per aixo`, ens cal el segu¨ent teorema que ens dona molt´ıssima
me´s informacio´ de la que necessitem. Usarem una part d’aquesta informacio´ en el cap´ıtol 6, quan parlem de
la teoria de cossos de classe global.
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Proposicio´ 1.2. Sigui L/K una extensio´ de Galois i p un primer de K que no ramifiqui. Donat P un
primer de L per sobre de p, es donen les segu¨ents tres propietats.
1. Si σ ∈ Gal(L/K), aleshores (
σ(P)
L/K
)
= σ
(
P
L/K
)
σ−1.
2. L’ordre de
(
P
L/K
)
e´s f .
3. p descompon completament, si i nome´s si,
(
P
L/K
)
= 1.
Demostracio´. Fent u´s de l’unicitat del morfisme de Frobenius en el cas no ramificat, prenem a ∈ L, i per
simplificar la notacio´ escriurem τ ′ =
(
σ(P)
L/K
)
i τ =
(
P
L/K
)
. Aleshores
τ ′(a)− aq ∈ σ(P′) ⇐⇒ σ−1τ ′(a)− σ−1(aq) ∈ P ⇐⇒ σ−1τ ′σ(σ−1a)− σ−1(aq) ∈ P ⇐⇒ σ−1τ ′σ = τ.
Aix´ı, com que p no ramifica, tenim DP = Gal(l/k), per tant el nostre element e´s un element generador
d’aquests grups que tenen ordre f . En el cas que descomponguin completament, tambe´ tenim f = 1.
Amb aquest resultat podem veure que, en una extensio´ abeliana L/K, donats P,P′ dos primers per sobre
de p, existeix un σ, tal que σ(P) = P′. Aleshores,(
P′
L/K
)
=
(
σ(P)
L/K
)
= σ
(
P
L/K
)
σ−1 =
(
P
L/K
)
.
Per tant, en el cas abelia` podem definir
(
p
L/K
)
com qualsevol d’aquests elements.
1.4 El teorema de Kronecker-Weber
Teorema 1.5. (Kroenecker-Weber) Tota extensio´ abelianaK/Q esta` continguda en una extensio´ cicloto`mica.
La relleva`ncia d’aquest teorema radica en que e´s la primera classificacio´ possible d’una extensio´ abeliana.
Per aixo`, haur´ıem de trobar quina e´s l’extensio´ cicloto`mica minimal en la que esta` continguda.
Exemple 1.2. Si prenem l’extensio´ Q(
√
5) sobre Q estara` continguda en l’extensio´ cicloto`mica Q(e 2pii5 ) ja
que
√
5 = e
2pii
5 − e 4pii5 − e 6pii5 + e 8pii5 .
La primera demostracio´ acceptada e´s de Hilbert, que va corregir els errors que els dos matema`tics mencionats
van cometre en alguns dels primers que preteniem ramificar.
Ens interessa principalment entendre les eines que s’usen ja que algunes apareixeran me´s endavant.
Teorema 1.6. (Minkowski) Qualsevol extensio´ finita de Q te´ discriminant ∆ 6= ±1. Per tant, ramificara` en
algun primer p.
Definicio´ 1.9. Sigui L/K una extensio´ de cossos de nombres i OK ,OL els anells d’enters respectius. Pren-
drem un primer p ⊂ OK i un altre P ⊂ OL que estigui en la descomposicio´ de pOL. Direm que P e´s
mansament ramificat en l’extensio´ si l’´ındex de ramificacio´ e e´s relativament primer amb la caracter´ıstica
del cos residual OK/p. Altrament direm que e´s salvatgement ramificat.
Definicio´ 1.10. Els subgrups d’ine`rcia superiors es defineix com la sequ¨e`ncia donada per
En = { σ ∈ Gal(L/K) |σ(x) = x mod Pn+1 ∀x ∈ OL }.
En particular, per n = 0 obtenim el grup d’ine`rcia IP (i a me´s entendrem que per n = −1, la definicio´
equival al grup de descomposicio´ DP).
O`bviament tots so´n subgrups del grup d’ine`rcia i so´n normals en el immediatament posterior, i per tant
donen lloc a la successio´ de subgrups
. . . E2 E E1 E IP E DP.
Si comprovem que els quocients so´n abelians, haurem demostrat que el grup de descomposicio´ e´s resoluble.
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Corol·lari 1.2. P e´s mansament ramificat en l’extensio´ si, i nome´s si, els grups de ramificacio´ d’ordre
superior (a partir de n ≥ 1) so´n trivials.
Fet aixo`, ens podem dotar d’eines per veure que n’hi ha prou amb demostrar el teorema de Kronecker-Weber
per al cas de ramificacio´ salvatge.
Proposicio´ 1.3. Sigui p ∈ Z primer i K/Q una extensio´ abeliana mansament ramificada. Existeixen una
altra extensio´ K ′/Q i un subcos L ⊂ Q(ζn) per alguna arrel n-e`ssima de la unitat tal que:
1. Qualsevol primer que no ramifiqui a K, tampoc ho fa a K ′.
2. El primer p no ramifica a K ′.
3. Es compleix: LK = LK ′.
Demostracio´. Fixem un primer P de K dividint p. pel corol·lari anterior, sabem que E1 e´s trivial, i amb
aixo` es pot demostrar que el subgrup d’ine`rcia IP es pot injectar dins F×p . Aixo` implica que e (l’´ındex de
ramificacio´) divideix p− 1.
Podem prendre una subextensio´ L ⊂ Q(ζp). En aquest cas, p seguira` sent totalment ramificat i alhora
mansament ramificat. Prendrem Q com l’u´nic primer de L que quedi per sobre de p.
Ara podem considerar la composicio´ KL i U un primer que quedi per sobre de Q. Podem prendre K ′, el
subcos de KL fix per la ine`rcia IU. Ara nome´s ens cal demostrar les tres propietats per a aquests cossos.
Per a la propietat 1, prenem un primer q ∈ Z que no ramifiqui a K. Aleshores q no divideix el discriminant
de K ni tampoc divideix el discriminant de L ja que p e´s l’u´nic que ramifica i q 6= p. Per tant, tampoc
dividira` el discriminant de KL i com a tal tampoc el de K ′.
Per a la propietat 2, e´s senzill veure que cap primer ramifica en el cos fix del seu propi grup d’ine`rcia. De
fet, en el segu¨ent cap´ıtol veurem que aixo` caracteritza les extensions no ramificades.
Ens falta demostrar la propietat 3. Sabem que a l’extensio´ L nome´s ramifica el primer p, per tant ha de
tenir grau [L : Q] = pm que tambe´ equival e´s igual al grau [KL : K ′]. Tal i com hem constru¨ıt l’extensio´,
tambe´ sabem que K ′L ⊂ KL. Prenent graus,
[K ′L : Q] = [K ′ : Q] · [L : Q] = [KL : K ′] · [K ′ : Q] = [KL : Q],
on a la primera igualtat hem fet servir que K ′∩L = Q ja que cap primer ramifica en ambdo´s simulta`niament,
i si no fos trivial, es contradiria el teorema de Minkowski.
Proposicio´ 1.4. N’hi ha prou amb demostrar el teorema per al cas en que` [K : Q] = pk per a algun primer
p ∈ Z, Gal(K/Q) e´s c´ıclic, i p e´s l’u´nic primer que ramifica.
Demostracio´. La proposicio´ anterior ens permet veure que podem suposar que p e´s l’u´nic primer que ramifica.
Tambe´ podem suposar que e´s c´ıclica ja que qualsevol extensio´ abeliana e´s composicio´ de extensions c´ıcliques.
Ara ens reduirem a un cas me´s senzill encara, que e´s aquell en que l’extensio´ e´s de grau p i el discriminant
una pote`ncia de p. Coneixem els dos resultats segu¨ents:
Proposicio´ 1.5. Donat un primer senar, existeix una u´nica extensio´ K/Q d’ordre p amb discriminant
pote`ncia de p. En particular, aquesta e´s l’u´nica subextensio´ de grau p de Q(ζ) on ζ e´s una arrel p2-e`ssima
de la unitat.
Demostracio´. Al prendre la subextensio´ K ⊂ Q(ζp2) de grau p nome´s p ramificara`, i per tant el discriminant
e´s una pote`ncia de p. En particular, el discriminant e´s (−1) p−12 pp−2; aqu´ı s’ha de fer servir que p e´s imparell.
Aixo` ens demostra l’existe`ncia de tal cos.
Prenem K ′ una altra extensio´ amb les mateixes propietats i anem a veure que K = K ′. Si demostrem que
una extensio´ on p sigui l’u´nic primer que ramifiqui ha de ser c´ıclica, aleshores Gal(KK ′/Q) ha de ser c´ıclica,
pero` si les dues extensions no so´n iguals, aquesta extensio´ te´ grau major a p. El grup de Galois sera` un
subgrup de Gal(K ′/Q)×Gal(K/Q), que no te´ cap element d’ordre major a p, el qual contradiu que l’extensio´
KK ′ sigui c´ıclica.
Lema 1.3. Sigui K/Q una extensio´ de grau p on l’u´nic primer que ramifica e´s p. Aleshores K/Q e´s una
extensio´ c´ıclica.
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Ometrem la demostracio´ d’aquest lema de cara a la senzillesa expositiva. Com e´s habitual en la teoria de
nombres s’ha de tractar el cas p = 2 de manera independent, ja que hi solen passar feno`mens diferents.
Proposicio´ 1.6. Les u´niques extensions quadra`tiques amb discriminant una pote`ncia de 2 so´n: Q(
√
2),
Q(
√−2) i Q(i)
Demostracio´. Sabem que els discriminants de les extensions quadra`tiques Q(
√
d) so´n d si d ≡ 1 mod 4, i 4d
si d ≡ 2, 3 mod 4. Per tant, nome´s poden ser aquest tres casos.
El que volen il·lustrar aquests teoremes e´s que, donat un primer p, l’estrate`gia de demostracio´ es basa en
afegir arrels pn-e`ssimes de la unitat.
Q(ζpn)
. . .
|
Q(ζp2)
|
Q(ζp)
|
Q
Podem encarar ara el resultat definitiu que ens demostra Kroenecker-Weber.
Proposicio´ 1.7. Qualsevol extensio´ c´ıclica K/Q de grau pn amb discriminant pote`ncia de p esta` continguda
a dins de Q(ζpn+1), on ζpn+1 e´s una arrel pn+1-e`ssima de la unitat si p e´s senar, i una arrel 2n+2-e`ssima de
la unitat quan p = 2.
Demostracio´. Prenem una extensio´ L de grau pn continguda en Q(ζpn+1). El que aspirem a demostrar e´s
que la composicio´ KL tambe´ ho esta`. Sabem que Gal(L/Q) e´s c´ıclic per estar contingut en una extensio´
c´ıclica. Prenem τ un generador i τ̂ una extensio´ d’aquest automorfisme a KL. Sigui F el cos fix de τ̂ . Com
que el cos fix de τ e´s Q, tenim L ∩ F = Q. Pels resultats habituals de teoria de Galois podem construir
la injeccio´ Gal(KL/Q) ↪→ Gal(L/Q)×Gal(K/Q), que implica que τ̂ te´ ordre fitat per pn, i en estendre un
automorfisme de grau pn tenim que el grau exacte de τ̂ e´s pn. Per tant, [KL : F ] = pn i volem arribar a
KL = FL, FL ⊂ Q(ζpn+1) i finalment a K ⊂ Q. Veurem que [FL : F ] = pn separant en dos casos.
Cas p = 2) Considerem l’automorfisme de conjugacio´ complexa. El seu cos fix haura` de contenir alguna
extensio´ quadra`tica, a no ser que sigui Q. Com que partim de que el discriminant e´s una pote`ncia de 2,
aquest cos ha de ser Q(
√
2), que per un argument semblant tambe´ estara` en L, cosa que contradiu L∩F = Q.
Per tant, el cos fix seran en els racionals. Per tant, [F : Q] = 2 i F ha de ser Q(i) o Q(
√−2), ergo FL = ζ i
[FL : F ] = 2n, que e´s el que vol´ıem.
Cas p senar) Tenim una u´nica subextensio´ c´ıclica de grau p i discriminant pote`ncia de p, tant a L, com a
F , quan F 6= Q. Pero` F era la fixa per un element que genera Gal(L/Q), el qual e´s sempre equivalent a
L ∩Q. Per tant, F = Q i tenim FL = L ⊂ Q(ζ). Llavors [FL : F ] = [L : Q] = pn.
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2 Cossos locals
Per a acostumar-nos als objectes amb els que estarem constantment tractant i al mateix temps fixar la
notacio´, farem un breu repa`s del que ens cal saber sobre cossos locals a l’hora d’abordar la teoria de cossos
de classe local. La intencio´ e´s que gairebe´ sempre podrem agafar com a model el cos Qp.
2.1 Valors absoluts
Definicio´ 2.1. Donat un cos K, una valor absolut e´s una aplicacio´ | | : K → R≥0 que compleix les segu¨ents
propietats:
1. |x| = 0, si i nome´s si, x = 0.
2. |xy| = |x||y|.
3. |x+ y| ≤ |x|+ |y|.
Tambe´ direm que aquesta valoracio´ e´s no arquimediana o ultrame`trica si compleix la propietat |x + y| ≤
max(|x|, |y|).
Igual que en el cas d’espais vectorials les normes indueixen topologies, els valors absoluts tambe´ indueixen
una dista`ncia en el cos, i per tant, una topologia. Quan tenim un valor absolut en un cos, podem usar el
procediment de complecio´ per obtenir un nou cos, on totes les successions de Cauchy siguin convergents.
Exemple 2.1. Al cos dels nombres racionals podem definir el valor absolut real de la manera habitual. Al
completar respecte aquest valor absolut obtenim el cos dels nombres reals R.
Tambe´ podem definir altres valors absoluts fent servir les anomenades valoracions discretes
Definicio´ 2.2. Una valoracio´ discreta en un cos K e´s una aplicacio´ v : K → Z ∪ {∞} complint les segu¨ents
propietats:
1. v(x) =∞, si i nome´s si, x = 0.
2. v(xy) = v(x) + v(y).
3. v(x+ y) ≥ min(v(x), v(y)).
Podem definir una valoracio´ en un context me´s general si a l’arribada posem un grup topolo`gic que no estigui
dotat necessa`riament de la topologia discreta.
Exemple 2.2. Donat a ∈ Q i p ∈ Z un primer, podem escriure a de manera u´nica com a = mn pr on
m,n, r ∈ Z, (m,n) = 1 i n > 0. Definim la valoracio´ p-a`dica com vp(a) = r.
Proposicio´ 2.1. vp compleix les propietats d’una valoracio´ discreta i indueix un valor absolut no arquimedia`
donat per |x|p = p−vp(x).
Demostracio´. La primera propietat e´s immediata. Tambe´ tenim que si x = pr ab i y = p
s a′
b′ , xy = p
r+s aa′
bb′ ,
aleshores
vp(xy) = r + s = vp(x) + vp(y).
Consequ¨entment
|xy|p = p−r−s = p−rp−s = |x|p|y|p.
La desigualtat triangular es despre`n de la demostracio´ de la propietat no-arquimediana. Si escrivim la suma
de dos racionals x = ab , y =
c
d , tenim x+ y =
ad+bc
cd i sabem que l’ordre d’una suma sera` major o igual que
l’ordre me´s petit.
vp(x+ y) = vp(ad+ bc)− vp(b)− vp(d) ≥ min(vp(ad), vp(bc))− vp(b)− vp(d)
= min(vp(a)− vp(b), vp(c)− vp(d)) = min(vp(x), vp(y))
Aix´ı:
|x+ y|p = p−vp(x+y) ≤ p−min(vp(x),vp(y)) = max(p−vp(x), p−vp(y)) = max(|x|p, |y|p).
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Sovint tambe´ anomenarem ordres a aquestes valoracions i les notarem per ordp.
Exemple 2.3. Al completar Q respecte una valoracio´ d’aquest tipus obtenim el cos dels nombres p-a`dics,
que coincideix amb la definicio´ donada a la seccio´ introducto`ria. Tambe´ e´s habitual definir aquest cos en
termes de l´ımits projectius.
Es pot demostrar que quan tenim un cos K complet respecte una valoracio´ vp, el seu anell d’enters coincideix
amb
OK = {x ∈ K amb |x|p ≤ 1} = {x ∈ K amb vp(x) ≥ 0}.
Per la multiplicativitat de la norma, tindrem que les unitats d’aquest anell seran les que tinguin valoracio´
0. L’u´nic ideal maximal sera`
mK = {x ∈ K amb vp(x) ≥ 1},
o el que e´s el mateix, els elements que tenen ordre estrictament positiu. Si aquest anell e´s un domini d’ideals
principals podem escollir un generador wv al que anomenarem uniformitzador. Aquest anell, a me´s, e´s un
anell de valoracio´ discreta, en el qual tot element s’escriu de manera u´nica com uwrv, essent u una unitat.
Tambe´ usarem els cossos residuals, que so´n els quocients per l’ideal maximal,
k = OK/mK .
Les notacions usades seran les habituals durant tot el desenvolupament.
Definicio´ 2.3. Direm que dos valors absoluts so´n | |, | |′ so´n equivalents si existeix un c ∈ R tal que |x| = |x|′c
per tot x ∈ K.
Teorema 2.1. (Ostrowski) A Q, qualsevol valor absolut e´s equivalent a la norma habitual a R o be´ a algun
dels valors absoluts | |p.
Demostracio´. Koblitz, p-adic NAF, 2
L’avantatge de pensar un cos en termes les seves valoracions e´s que els elements d’aquest cos es poden veure
com elements en les completacions respecte cadascuna de les valoracions. Aix´ı, podem aproximar qualsevol
element del cos per diversos elements en cada valoracio´. Aquesta idea es plasma en el teorema d’aproximacio´
de`bil, que farem servir al llarg del treball.
Teorema 2.2. (d’aproximacio´ de`bil) Siguin v1, . . . , vn valoracions no trivials i no equivalents entre elles
en un cos K, i a1, . . . , an elements diferents del cos. Per cada ε > 0, existeix un element a ∈ K tal que
vi(a− ai) < ε per cada i.
Demostracio´. Milne, ANT, 7.20.
Aquest resultat nome´s valdra` quan tinguem n valoracions diferents, per exemple, a Q, tindrem les valoracions
indicades en el teorema d’Ostrowski. Quan completem un cos respecte una d’aquestes valoracions, parlarem
de cos local.
Definicio´ 2.4. Un cos local Kv e´s un cos complet i localment compacte respecte una valoracio´ discreta. Hi
ha tres tipus de cossos locals:
1. Cossos locals arquimedians: R.
2. Cossos locals no-arquimedians de caracter´ıstica 0: Qp i les seves extensions
3. Cossos locals no-arquimedians de caracter´ıstica p: Fp(T ) i les seves extensions.
D’aqu´ı en endavant ens centrarem en els cossos del segon tipus. Fixarem la notacio´ dient que Kv e´s un cos
local complet respecte una valoracio´ no-arquimediana (l.c.a.). Tambe´ cal dir, que les propietats topolo`giques
jugaran un paper clau durant tot el treball, requerint que els cossos siguin localment compactes.
Proposicio´ 2.2. Sigui Kv un cos local. Aleshores, OL e´s compacte, si i nome´s si, k e´s un cos finit.
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Demostracio´. ⇒) Sigui S un conjunt de representants de kv. La compacitat de OK ens indica que qualsevol
recobriment obert ha de contenir un subrecobriment finit. Si el recobirement e´s disjunt, e´s a dir, els oberts
no s’intersequen entre ells, aleshores ell mateix ha de ser finit. Prenem com a recobriment els oberts s+mKv
on s ∈ S, que e´s obert4 i disjunt, i per tant finit.
⇐) Per veure que OK e´s compacte veurem primer que e´s obert i tancat. E´s obert ja que al ser discreta la
valoracio´ existira` algun δ prou petit tal que OK = {x ∈ K amb v(x) < 1 + δ}; i e´s tancat ja que
OK = {x ∈ K amb v(x) ≤ 1}.
Observem ara que
OK ∼= lim←−OK/ω
nOK ⊂
∏
OK/ωnOK
Les components OK/ωnOK so´n finites, i per tant compactes (amb la topologia discreta). Aixo` converteix
a
∏OK/ωnOK en compacte, usant el teorema de Tychonoff. Si veiem que OK e´s tancat dins un espai
compacte, haurem vist tambe´ que e´s compacte. Per veure aixo`, veiem que el seu complementari e´s obert.
Prenem (xn) ∈
∏OK/ωnOK tal que existeixen r, s de manera que xr 6≡ xs mod ωr amb r < s. Aleshores,
podem construir un conjunt que contingui aquest punt de la manera
U =
∏
n>s
OK/ωnOK × {xs} × · · · × {x1}
que e´s obert; clarament aquest entorn no pot intersecat OK .
Usant l’estructura algebraica de Kv, podem veure que s+OK e´s un entorn compacte de s, per tot s ∈ Kv,
sempre i quan el cos residual k sigui finit. Aixo` passara` sempre que Kv sigui una extensio´ finita de Qp, i en
aquest cas sabrem que el cos e´s localment compacte amb la topologia indu¨ıda pel valor absolut.
Proposicio´ 2.3. Sigui Kv un cos local no-arquimedia` i sigui kv el cos residual. Llavors
K×v = ω
Z
v ×O×K ,
amb ω un uniformitzador (element que genera l’ideal maximal).
Demostracio´. Sigui α ∈ K×v . Sabem que te´ una u´nica represenvacio´ en la forma αωnv , el qual directament
demostra Kv = ω
Z ×O×K .
Cal remarcar que O×K conte´ una part de torsio´, e´s a dir, un subgrup d’elements amb ordre finit. Aquest
subgrup sera` interessant quan intentem comparar les extensions abelianes deKv amb els subgrups deK
×
v . Per
exemple, a Zp, que e´s l’anell d’enters de Qp, les seves unitats Z×p contenen el subgrup
(
Z/pZ
)×
= Z/(p−1)Z
com a subgrup de torsio´.
2.2 Extensions de les valoracions
Una pregunta forc¸a evident que sorgeix del desenvolupament dels cossos locals e´s que` pot passar amb les
valoracions quan prenem una extensio´ finita de cossos locals. E´s a dir, si donada una valoracio´ v en un cos
local K i una extensio´ L finita d’aquest cos podem trobar una valoracio´ a L que sobre ens elements de K es
mantingui igual. Per fer aixo`, refrescarem la idea de norma de teoria de Galois.
Definicio´ 2.5. Donada una extensio´ finita de Galois L/K de grau n, podem definir la norma NmL/K :
L× → K× de les tres maneres equivalents segu¨ents.
1. Sigui α ∈ L×; la multiplicacio´ per α e´s un endomorfisme d’espais vectorials sobre K representat per la
matriu Aα. Podem definir NmL/K(α) = det(Aα).
2. Sigui f(x) = xn + an−1xn−1 + · · ·+ a0 el polinomi mı´nim de α. Aleshores, NmL/K(α) = (−1)na0.
3. Sigui G el grup de Galois de l’extensio´. Aleshores, NmL/K(α) =
∏
σ∈G σ(α).
Es defineix una valoracio´ w sobre el cos L usant la fo´rmula w(α) = v(NmL/K(α))
1
n .
4Si U e´s un obert i x ∈ Kv , e´s immediat veure que x+ U tambe´ sera` obert
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Proposicio´ 2.4. w e´s una valoracio´ i w(α) = v(α) per α ∈ K. Diem que e´s una extensio´ de la valoracio´.
Demostracio´. Primer veiem que w e´s una extensio´. Sabem que els elements de K queden fixos pel grup de
Galois que te´ n elements. Aix´ı NmL/K(α) = α
n si α ∈ K i consequ¨entment w(α) = v(αn) 1n = v(α). Ara
veurem les tres propietats de valoracio´.
1. w(x) = 0, implica v(NmL/K(x)) = 0, i per tant NmL/K(x) = 0, que nome´s passa quan x = 0.
2. La multiplicativitat es segueix la multiplicativitat de la norma.
3. Volem provar que si w(β) ≥ w(α), aleshores w(α+ β) ≤ w(β); aixo` equival a veure que w(1 + αβ ) ≤ 1.
Per tant, hem de demostrar que si w(γ) ≤ 1, aleshores w(1 + γ) ≤ 1, que e´s clarament cert.
2.3 Extensions totalment ramificades
Ara anem a veure quines so´n les possibilitats de la ramificacio´ en aquest tipus de cossos. Sembla evident
que sera` me´s fa`cil que en un cos de nombres ja que nome´s tenim un sol ideal primer mK .
Definicio´ 2.6. Un polinomi f(x) ∈ K[X] e´s p-Einsenstein per a algun ideal primer p ⊂ OK si f(x) =
xn + an−1xn−1 + · · · + a0 amb ai ∈ p, i a0 /∈ p2. Aix´ı una extensio´ L/Kv e´s Einsenstein si es construeix
afegint una arrel α d’un polinomi d’Eisenstein, L = Kv(α).
Ens proposem demostrar que aquestes extensions so´n les mateixes que les totalment ramificades, aquelles on
l’ideal maximal ramifica completament i per tant l’extensio´ de cossos residuals l/k e´s trivial.
Teorema 2.3. Sigui Kv un cos no-arquimedia` local. Una extensio´ L/Kv e´s totalment ramificada, si i nome´s
si, e´s mK-Einsenstein.
Demostracio´. ⇐) Sigui f(x) = xn+an−1xn−1+· · ·+a1x+a0 ∈ OK [x] el polinomi d’Einsenstein separable en
qu¨estio´. Siguin α1, . . . αn les seves arrels en alguna clausura algebraica (αi la que genera la nostra extensio´)
i ω un uniformitzador. Totes les arrels tenen la mateixa norma, i a0 ∈ m2v −mv. Per tant:
|αi|n =
∏
i
|αi| = |a0| = |ω|
Sigui e l’index de ramificacio´, f = [l : k] i ωL un uniformitzador de l’extensio´. Sabem que ω = ω
e
Lu i
αi = ω
f
Lv amb u, v dues unitats de l’anell d’enters. Tambe´ recordem que com que nome´s hi ha un ideal
primer, tindrem ef = n. Per tant,
|ω| 1n = |αi| = |ωL|f = |ω|
f
e .
Amb aixo`, n = ef ≤ e i consequ¨entment, e = n i f = 1, com vol´ıem veure.
⇒) Podem agafar un uniformitzador de l’extensio´, ωL, i f(x) = xn + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0 ∈ OK [x]
el seu polinomi mı´nim. Els seus conjugats ωi tindran la mateixa norma, que e´s |ωi| < 1. Com que els ai
so´n polinomis sime`trics avaluats en les arrels tambe´ compliran |ai| < 1, i per tant pertanyeran a mv. Nome´s
falta veure que a0 no esta` en m
2
v. Ja hem usat anteriorment que |a0| = |ωl|n = |ω|, i llavors a0 = uω, que e´s
suficient per veure-ho. 
2.4 Extensions no ramificades
Definicio´ 2.7. Una extensio´ L/K e´s no ramificada si l’´ındex de ramificacio´ de l’ideal maximal e´s e = 1.
En aquest cas, en comptes de donar una caracteritzacio´ directa d’aquests cossos, posarem totes les extensions
no ramificades en bijeccio´ amb les subextensions finites dels cossos residuals. Tambe´ obtindrem un bon
comportament respecte als grups de Galois dels nostres cossos.
Teorema 2.4. Existeix una bijeccio´ entre les extensions no ramificades finites i separables de cossos locals
i les extensions finites del cos residual k. A me´s, es compleixen les segu¨ents propietats:
1. La bijeccio´ respecta les inclusions de cossos. Si L1 ⊂ L2, aleshores l1 ⊂ l2.
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2. Els grups de Galois so´n els mateixos: Gal(L/K) = Gal(l/k).
Teorema 2.5. Sigui L/K una extensio´ d’un cos local. So´n equivalents les segu¨ents condicions:
1. L/K e´s no ramificada.
2. OL/mKOL e´s un cos.
3. [L : K] = [l : k].
4. Si ωK un uniformitzador a OK , tambe´ ho sera` a OL.
5. El subgrup d’ine`rcia Im e´s trivial.
Demostracio´. 1)⇒ 2) L’ideal maximal continua sent-ho a OL. Per tant, OL/mKOL e´s quocient per un ideal
maximal i com a tal e´s un cos.
2)⇒ 3) En la fo´rmula ef = n tenim que e = 1 i per tant f = n.
3) ⇒ 4) En la fo´rmula del teorema 2.2, tenim f = n, i consequ¨entment e = 1. Per tant, l’ideal maximal
seguira` sent-ho i el mateix uniformitzador seguira` valent.
4)⇒ 5) Les condicions em donen que e = 1, i e e´s precissament l’ordre de la ine`rcia.
5)⇒ 1) L’ordre del subgrup d’ine`rcia e´s e = 1, i llavors l’extensio´ e´s no ramificada.
Gra`cies a que sabem que, fixat un grau, existeix una u´nica extensio´ de cossos finits amb aquell grau, que e´s
c´ıclica i generada per l’element de Frobenius, podem deduir que existeix una u´nica extensio´ no ramificada
de grau n d’un cos local per a tot n ≥ 0.
2.5 Extensions quadra`tiques de Qp
Recordem que dues extensions quadra`tiques Qp(
√
a) = Qp(
√
b) seran iguals si ab ∈ (Q×p )2. Per tant, hi haura`
tantes extensions quadra`tiques com elements a Q×p /(Q×p )2 no trivials. Ara, intentem buscar quin e´s aquest
nombre, observant que
(Q×p )2 ∼= (Z×p )2 × 2Z.
Tenim l’isomorfisme
Q×p /(Q×p )2 ∼= (Z×p × Z)/((Z×p )2 × 2Z) ∼= Z×p /(Z×p )2 × Z/2Z.
Recordi’s que hi ha una successio´ exacta curta
0→ Z×p → Q×p → Z→ 0,
que indueix una descomposicio´ natural
Q×p ' Z×p × Z;
pero`, per definir l’isomorfisme s’ha de fer una tria d’un uniformitzador (e´s a dir, no esta´ definit de forma
natural). A me´s, si p 6= 2, Z×p ' (Z/(p − 1)Z) × (1 + pZp), amb pi : Z×p 
(
Z/pZ
)×
la projeccio´ sobre el
primer factor. Si p = 2, Z×2 ' (Z/2Z)× (1 + 4Z2) i definim de la mateixa manera el morfisme pi.
Sabem que pZp e´s l’ideal maximal de Zp, i per tant Kerpi = 1 + pZp ⊂ Z×p (quan p = 2 el nucli sera`
1 + 4Z2). A me´s, si p 6= 2, es pot demostrar que
(
1 + pZp
)2
= 1 + pZp veient que qualsevol enter p-a`dic es
pot escriure com 2x+ px2 si p 6= 2 i observant que (1 + px)2 = 1 + (2x+ px2)p5. En aquest cas,
Z×p /(Z×p )2 ∼= (Z/pZ)×/((Z/pZ)×)2 ∼= Z/2Z
Amb aixo` ja tenim Q×p /(Q×p )2 ∼= Z/2Z × Z/2Z i obtenim tres extensions quadra`tiques. Les extensions de
grau primer sempre seran totalment ramificades o no ramificades, ja que ef = n amb n primer. N’hi ha una
u´nica de no ramificada, i la resta so´n totalment ramificades.
5El procediment general per a trobar solucions de les equacions polino`miques a Zp es diu lema de Hensel, que a partir de
solucions mo`dul pr en genera d’altres mo`dul pr+1.
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Exemple 2.4. Per p = 5, considerem les extensions Q5(
√−1),Q5(
√
2),Q5(
√
3),Q5(
√
5),Q5(
√
10). De totes
aquestes veiem quines so´n iguals o trivials. Usant el s´ımbol de Legendre veiem que
(−1
5
)
= 1, que implica que
Q5(
√−1) = Q5. Ide`nticament,
(
2
5
)(
3
5
)
= 1, amb el qual Q5(
√
2) = Q5(
√
3). Seguint amb aquests arguments
arribem a que les u´niques no isomorfes ni trivials so´n: Q5(
√
2),Q5(
√
5),Q5(
√
10). Els seus discriminants so´n
8, 5, 40 i l’u´nica en que 5 no ramifica e´s Q5(
√
2).
En el cas p = 2, hem de veure qui e´s (Z×2 )2 = (Z/4Z)×× (1+4Z2)2. En aquest cas, (1+4x)2 = 1+8x+16x2
i llavors (1 + 4Z2)2) te´ ı´ndex 2 a 1 + 4Z, ja que la condicio´ necessa`ria i suficient per a que un nombre a Z2
es pugui representar com 2x+ 4x2 e´s que sigui parell. Aleshores, (1 + 2Z2)2 = 1 + 8Z2. Amb aixo` tindrem
l’isomorfisme
Q×2 /(Q
×
2 )
2 ∼= Z/2Z× Z/2Z× Z/2Z.
Hi ha 7 extensions quadra`tiques, de les quals nome´s una pot ser no ramificada.
Exemple 2.5. En els termes en que hem construit l’u´ltim isomorfisme les adjuncions que hem de fer
so´n arrels del polinomi X2 − d amb d de la forma (1 + a12 + a222)2a3 que do´nen lloc a les extensions
Q2(
√
2),Q2(
√
3),Q2(
√
5),Q2(
√
6),Q2(
√
7),Q2(
√
10),Q2(
√
14) i la u´nica no ramificada e´s Q2(
√
5) perque` te´
discriminant 5 que e´s l’u´nic discriminant senar.
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3 Cohomologia de grups
L’objectiu d’aquesta seccio´ e´s construir una eina matema`tica prou potent per a poder demostrar els resultats
de la teoria de cossos de classe per al cas de cossos locals, i tambe´ la farem servir en l’estudi del cas global.
El tipus de desenvolupaments es fonamenten sobre l’a`lgebra homolo`gica, pero` en comptes de usar grups
abelians, la nostra eina seran els G-mo`duls. Per a que ens serveixi de motivacio´, generalment estarem
pensant en grups multiplicatius de cossos, sobre els quals actu´a el grup de Galois.
3.1 G-mo`duls
Definicio´ 3.1. Sigui G un grup. Direm que M e´s un G-mo`dul si M e´s un grup abelia` amb una operacio´:
G×M →M
que compleix:
g(m1 +m2) = gm1 + gm2;
(g1g2)m = g1(g2m).
Aqu´ı hem escrit l’operacio´ de G amb notacio´ multiplicativa i la de M amb notacio´ additiva. Tot i aix´ı,
en cas que la operacio´ de M sigui multiplicativa escriurem gm per representar l’operacio´. Aixo` passara`
habitualment quan prenguem com G un grup de Galois, i M algun tipus de subgrup multiplicatiu.
Exemple 3.1. Sigui L/K una extensio´ galoisiana de cossos i G el seu grup de Galois. Podem dir que G
actua sobre el grup multiplicatiu de l’extensio´ L× com un G-mo`dul. Ide`nticament actuaria sobre el grup de
classes, el grup d’ideals fraccionaris o les unitats de l’anell d’enters de l’extensio´.
A priori, semblaria que la nocio´ de mo`dul que hem donat es pot confondre amb la nocio´ de mo`dul com a
espai vectorial sobre un anell. Observem, pero`, que donat un grup G, es pot definir el segu¨ent anell:
Z[G] =
{∑
i
nigi |ni ∈ Z, gi ∈ G
}
.
La nocio´ de G-mo`dul coincideix amb la de mo`dul sobre aquest anell. De fet, com que definim aquesta
estructura sobre un grup abelia`, podem introduir un producte i llavors solem anomenar-la a`lgebra de grup.
Una vegada hem establert aixo`, podem definir un morfisme de G-mo`duls de manera que es respectin les
operacions.
Definicio´ 3.2. Diem que la aplicacio´ φ : M → N e´s un morfisme de G-mo`duls si e´s un morfisme de grups
que compleix la segu¨ent propietat.
φ(gm) = gφ(m) ∀g ∈ G
Denotem com HomG(M,N) tots els morfismes entre M i N .
Exemple 3.2. Suposem que el grup de Galois G d’una extensio´ L/K e´s c´ıclic d’ordre n generat per un
automorfisme σ. La aplicacio´ ∆(a) = aσ(a) e´s un endomorfisme de L
× com a G-mo`dul. Tambe´ l’aplicacio´
norma habitual en el cos L ho e´s.
Definicio´ 3.3. Direm que I e´s un G-mo`dul injectiu si el functor Hom(·, I) e´s exacte.
El functor que hem definit agafa G-mo`duls i els envia a conjunts d’morfismes (que tambe´ es poden pensar
com a G-mo`duls). Diem que e´s exacte si donada la successio´ exacta de G-mo`duls
0→M1 →M2 →M3 → 0,
aleshores la successio´
0→ Hom(M3, I)→ Hom(M2, I)→ Hom(M1, I)→ 0
tambe´ e´s exacta. Es pot demostrar que qualsevol G-mo`dul esta` contingut dins algun mo`dul injectiu.
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3.2 Una mica d’a`lgebra homolo`gica
Durant el transcurs del treball tambe´ requerirem usualment els dos segu¨ents lemes d’a`lgebra homolo`gica,
que seran usats en repetides ocasions per a construir successions exactes d’homomorfismes que ens siguin
u´tils. Enunciarem aquests dos resultats per a grups pero` es pot demostrar que l’estructura de G-mo`dul
tambe´ quedara` fixa. De fet, durant la seccio´ trobarem expl´ıcitament alguns dels morfismes que apareixen
impl´ıcitament durant aquest pare`ntesi d’a`lgebra homolo`gica, per als grups de cohomologia.
Lema 3.1. (de la serp) Donat un diagrama de morfismes de grups amb files exactes
A
f //
a

B
b

g // C
c

// 0
0 // A′
f // B′
g // C ′
podem construir una successio´ exacta de morfismes
0→ Ker f → Ker a→ Ker b→ Ker c→ Coker a→ Coker b→ Coker c→ Coker g′ → 0.
Per demostrar aquest resultat hem de cac¸ar en l’esquema inicial en cada pas per a construir la successio´. La
u´nica aplicacio´ que te´ una certa dificultat en la definicio´ e´s la interme`dia entre el nucli i el conucli, tambe´
anomenada morfisme de connexio´.
Lema 3.2. (nucli-conucli) Donats dos morfismes de grups abelians
A
f // B
g // C ,
existeix una successio´ exacta llarga
0→ Ker f → Ker g ◦ f → Ker g → Coker f → Coker g ◦ f → Coker g → 0.
Per demostrar aquest segon resultat nome´s hem d’aplicar el lema de la serp al diagrama
A
f //
g◦f

B
g

// Coker f
c

// 0
0 // C // C // 0
3.3 Grups de cohomologia
Definicio´ 3.4. Definim la resolucio´ injectiva de M com una successio´ exacta llarga de G-mo`duls de la forma
segu¨ent
0→M → I0 d
0
−→ I1 d
1
−→ I2 → . . . ,
on cada aplicacio´ e´s la inclusio´ dins un mo`dul injectiu.
Definicio´ 3.5. Donat M un G-mo`dul, podem definir el grup abelia`
MG = {m ∈M | gm = m ∀g ∈ G}.
E´s a dir, els elements de M fixats per G.
La aplicacio´ que envia M a MG e´s un functor dins la categoria dels G-mo`duls. Podem fer servir aquest
functor per obtenir una nova successio´ de G-mo`duls
0
d−1−−→ IG0 d
0
−→ IG1 d
1
−→ . . .
A me´s, no sera` necessa`riament exacta, per tant podem definir els grups de cohomologia a partir dels seus
nuclis i imatges.
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Definicio´ 3.6. Sigui r ≥ 0. El r-e`ssim grup de cohomologia de M sobre G es defineix com
Hr(G,M) =
Ker(dr)
Im(dr−1)
.
Si nome´s tenim definida una part de la resolucio´, podem definir aix´ı els primers grups de cohomologia.
Es relativament senzill veure que un morfisme φ entre dos G-mo`duls A i B indueix trivialment un altre
morfisme entre els grups de cohomologia entre Hr(G,A), Hr(G,B) 2. La unicitat d’aquestes resolucions
injectives es do´na llevat d’equivale`ncia homoto`pica. En altres paraules, si tenim dues resolucions injectives
que denotarem per Ii i Ji, aleshores tenim un diagrama commutatiu entre les dues de la forma
0 // M
d−1 //
id

I0

d0 // I1

// . . .
0 // M
d−1 // J0
d0 // J1 // . . .
A priori no e´s evident que a partir d’aquesta relacio´ obtinguem una identificacio´ entre els grups de coho-
mologia. Per a veure-ho, necessitem introduir la nocio´ d’equivale`ncia homoto`pica entre les dues successions,
dient que existeixen morfismes
Ti : Ji → Ii−1
de manera que di−1 ◦Ti−Ti+1 ◦di = di−1m per algun m ∈ Ii. Aquesta nocio´ d’homotopia ens permet veure
que els grups definits per cadascuna de les dues successions sera`n els mateixos. A aquest fet l’anomenem
invaria`ncia homoto`pica de la cohomologia de G-mo`duls.
Portem al nostre exemple anterior aquestes definicions.
Exemple 3.3. Sigui G el grup de Galois d’una extensio´ L/K c´ıclica d’ordre n generada per σ. Aleshores
podem definir la segu¨ent successio´:
1→ L× ∆−→ L× N−→ L× ∆−→ L× . . .
on ∆ = id /σ i N =
∏
i σi. Notem que e´s un complex ate`s que
∆(N(a)) =
∏σi
i a∏σi+1
i a
= 1,
N(∆(a)) =
∏
i
σia
σi+1a
= 1.
Aixo` implica que ImN ⊂ Ker ∆ i que Im ∆ ⊂ KerN . Per tant, podrem definir els primers grups de
cohomologia.
H0(G,M) =
Ker(∆)
Im(N)
;
H1(G,M) =
Ker(N)
Im(∆)
.
Podem fer una primera llista de propietats ba`siques dels grups de cohomologia.
Proposicio´ 3.1. Las segu¨ents propietats es donen en els grups de cohomologia.
1. H0(G,M) = MG
2. Hr(G, I) = 0 si I e´s un mo`dul injectiu ∀r ≥ 0.
2De fet s’indueixen sequ¨encies llargues a partir de curtes de la mateixa manera que en homologia
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3. Qualsevol successio´ de G-mo`duls
0→M1 →M2 →M3 → 0
indueix una successio´ en els grups de cohomologia.
· · · → Hr(G,M1)→ Hr(G,M2)→ Hr(G,M3) δ−→ Hr+1(G,M1)→ . . .
. . . Hr+1(G,M2)→ Hr+1(G,M3)→ . . .
Demostracio´. 1. Identifiquem en primer lloc Ker(d0). Podem pensar la successio´ donada pel functor (·)G
com una restriccio´ de la resolucio´ injectiva; per tant al estar incloent MG dins IG0 en una successio´
exacta tenim que el nucli e´s la imatge de la inclusio´, e´s a dir MG.
2. Si partim d’un mo`dul injectiu tots els elements de la resolucio´ seran el mateix. Com a tal, tots els
nuclis i imatges seran iguals.
3. E´s el pas habitual d’una successio´ curta a una llarga en a`lgebra homolo`gica. Podem definir δ cac¸ant
en els diagrames. En el segu¨ent lema, ho fem expl´ıcitament per als primers grups de cohomologia.
Lema 3.3. (L’hexa`gon exacte) Sigui
0→ A f−→ B g−→ C → 0,
amb A,B,C G-mo`duls i f, g G-morfismes. Existeixen aplicacions δ0, δ1 que donen el segu¨ent diagrama:
H0(G,A)
f0−→ H0(G,B) g0−→ H0(G,C)
↑ δ1 ↓ δ0
H1(G,C)
f1←− H1(G,B) g1←− H1(G,A)
Demostracio´. Ens fa falta definir δ0 i δ1 en els grups de cohomologia. Suposem que G e´s un grup de
Galois c´ıclic. Sigui [c] ∈ H0(G,C). Com que g e´s exhaustiva, existeix b ∈ B tal que g(b) = c. Aleshores
∆g(b) = g(∆b) = ∆c = 1, per tant ∆b ∈ Ker(g) = Im(f). Existeix a ∈ A tal que f(a) = ∆b. De nou,
f(N(a)) = N(f(a)) = N(∆b) = 1 que implica N(a) ∈ Ker(f) = 1 i a ∈ Ker(N). Ja estem en condicions de
definir
δ0(c+N(C)) = a+ ∆A.
Definiriem δ1 de manera ana`loga.
Lema 3.4. Sigui Mi una col·leccio´ de G-mo`duls. Llavors
∏
iMi e´s tambe´ un G-mo`dul i la seva cohomologia
e´s Hr(G,
∏
iMi) =
∏
iH
r(G,Mi).
Demostracio´. Definim la accio´ sobre
∏
iMi com g(m1,m2,m3, . . . ) = (gm1, gm2m, gm3, . . . ) i la resolucio´
projectiva seria la segu¨ent.
0→
∏
i
Mi
∏
i d
1
i−−−→
∏
i
I0i → . . .
Ja tenim la maquina`ria de la cohomolog´ıa definida. Tenim H0(G,M) caracteritzat i tambe´ els morfismes
entre G-mo`duls. Per a les successions que ens interessaran en la teoria de cossos de classe, tambe´ ens cal
caracteritzar H1(G,M). Aixo` ens permetra` presentar tambe´ els conceptes de cocicle i covora, que so´n claus
per entendre la cohomologia.
Definicio´ 3.7. Sigui φ : G→M un morfisme. Direm que e´s un cocicle (o morfisme creuat) si compleix que
φ(g1g2) =
g1 φ(g2)φ(g1). Sigui φ un cocicle; si existeix m ∈ M amb φ(g) = gmm , direm que e´s una covora (o
morfisme creuat principal).
Denotarem Hom(G,M) el conjunt dels morfismes, Z(G,M) el conjunt dels coc´ıcles i B(G,M) el conjunt
dels colimits.
Proposicio´ 3.2. Els coc´ıcles i col´ımits compleixen.
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1. Els morfismes de G en M formen un grup amb el producte, del qual els cocicles i colimits en so´n
subgrups.
2. H1(G,M) = Z(G,M)B(G,M) .
3. Si l’accio´ de G e´s trivial aleshores, H1(G,M) = Hom(G,M).
Demostracio´. 1. Prendrem com l’aplicacio´ identitat id(g) = idM , i la inversa sera` φ
−1(g) = (φ(g))−1.
En el cas dels cocicles, la identitat e´s un cocicle id(g1g2) =
g2 (idM ) idM = idM i el producte de
dos coc´ıcles e´s φ1φ2(g1g2) =
g1 (φ1(g2))φ1(g1)
g1(φ1(g2))φ2(g1) =
g1 (φ1φ2(g2))φ1φ2(g1); i finalment
l’aplicacio´ inversa e´s φ−1(g1g2) =g1 φ−1(g2)φ(g2).
En el cas de les covores, la identitat e´s una covora donada per m = idM , el producte tambe´ (donat pel
producte de les m) i la inversa, el mateix. El me´s interessant e´s veure que tota covora e´s un coc´ıcle.
φ(g1g2) =
g1g2(m)
m
=
g1g2(m)
g1(m)
g1(m)
m
=g1 (φ(g2))φ(g1)
Com que els grups so´n abelians, aquest subgrup sera` abelia`.
2. Sobre qualsevol mo`dul M podem definir la successio´ segu¨ent 6:
C0(G,M)
d0−→ C1(G,M) d
1
−→ C2(G,M) d
2
−→ . . .
on Cr(G,M) so´n les aplicacio´ns de Gr → M tals que φ(gg1, . . . , ggn) =g φ(g1, . . . , gn) i dr definida
com les aplicacions
dr(φ)(g1, . . . , gr+1) =
g1 φ(g2, . . . , gr+1) +
r∑
j=1
(−1)jφ(g1, . . . , gjgj+1,...,gr+1) + (−1)r+1φ(g1, . . . , gr).
Es pot comprovar que per al cas r = 1, Ker(d1) = Z(G,M) i Im(G,M) = B(G,M), amb el que
obtindriem el resultat.
3. En el cas que l’accio´ de G sigui trivial, tots els morfismes so´n cocicles i l’u´nica covora e´s la aplicacio´
identitat.
Aquesta mateixa idea que apareix en la demostracio´ de la segona part es pot usar per pensar quina forma
tenen tots els grups d’ordre major. En particular la successio´ definida sobre les aplicacions Cr(G,M),
que anomenarem r-cocadenes no homoge`nies i la successio´ serveix com a resolucio´ injectiva, gra`cies a que
C0(G,M) = M . Per al nostre propo`sit ens interessa especialment saber com e´s H2(G,M).
Exemple 3.4. Sigui M un G-mo`dul. Necessitem coneixer les aplicacions d2 i d1
d2(φ)(g1, g2, g3) =
g1 φ(g2, g3)− φ(g1g2, g3) + φ(g1, g2g3)− φ(g1, g2)
d1(φ)(g1, g2) =
g1 φ(g2)− φ(g1g2) + φ(g1)
Ide`nticament a com hem definit abans H1(G,M), podem definit H2(G,M) com el quocient dels morfismes
φ : G2 →M que compleixen φ(g1, g2) = φ(g1g2, g1g3)+φ(g1, g2g3)−φ(g1g2, g3) per tot g3 ∈ G, per la imatge
de d1, que coincideix amb aquells morfismes φ : G2 → M tals que existeix un morfisme ψ : G → M amb
φ(g1, g2) = ψ(g1).
6Aquesta podria haver estat una definicio´ me´s precisa de la cohomologia pero` he pres la anterior que la escriu en termes de
resolucions projectives i mo`duls injectius. Brown, LCFT, 3
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3.4 El lema de Shapiro
Definicio´ 3.8. Sigui H ⊂ G i sigui M un H-mo`dul. Prenem el segu¨ent conjunt, al que anomenarem de
mo`duls indu¨ıts:
IndGH(M) = {φ : G→M | φ(hg) = hφ(g) ∀h ∈ H}
No estem exigint que aquestes aplicacions siguin morfismes, pero` s´ı que podem notar que sobre el conjunt hi
ha una estructura de G-mo`dul. Aquesta estructura indu¨ıda tambe´ es comportara` be´ amb els morfismes, i e´s
el G-mo`dul me´s petit que podem construir a partir d’un H-mo`dul. E´s a dir, donat α : M →M ′ morfisme de
H-mo`duls, l’aplicacio´ φ→ φ◦α sera` un morfisme entre els G-mo`duls indu¨ıts. Aixo` permet intuir que tindrem
un cert functor entre les categories de H-mo`duls i G-mo`duls al que podriem anomenar functor induit.
Lema 3.5. Prenem M un G-mo`dul i N un H-mo`dul, aleshores:
HomG(M, Ind
G
H(N)) ' HomH(M,N)
Demostracio´. Per a cada G-morfisme α : M → IndGH(N), definim la segu¨ent aplicacio´ β : M → N com:
β(m) = α(m)(1G)
que e´s un morfisme de H-mo`duls. La aplicacio´ ψ(α) = β e´s un morfisme respecte M i e´s bijectiva.
Lema 3.6. (Shapiro) Sigui H ⊂ G un subgrup G. Per qualsevol H-mo`dul N , tenim el segu¨ent isomorfisme:
Hr(G, IndGH(N)) ' Hr(H,N)
Demostracio´. En el cas r = 0, apliquem el resultat anterior a M i Z, pensant en Z com a G-mo`dul amb
l’accio´ trivial, ens do´na l’isomorfisme
HomG(Z, G) ∼= MG
que equival al teorema. Per a r > 0, es pot veure que el functor IndGH e´s exacte.
Una aplicacio´ directa del lema de Shapiro e´s veure que la cohomologia del grup additiu d’un cos e´s nul·la.
Corol·lari 3.1. Sigui {0} el subgrup trivial del grup de Galois G d’una extensio´ L/K finita. Llavors,
Hr(G,L) ' Hr(G, IndG0 (K)) ' Hr(0,K) = 0.
Demostracio´. Si veiem que L ∼= IndG0 (K), ja tindrem el resultat ja que el segon isomorfisme el segueix del
lema de Shapiro. Primer de tot, recordant el teorema de la base normal sabem que per a algun α ∈ L, els
σ(α) seran base de L/K, per σ ∈ G. Per tant, podem pensar L com combinacions del grup de Galois a
coeficients a K, que e´s el que es coneix com a a`lgebra de grup, e´s a dir
K[G] =
{∑
σ
kσ | k ∈ K σ ∈ G}.
Ara constru¨ım un isomorfisme entre IndG0 (K) i l’a`lgebra enviant cada morfisme φ a una combinacio´ sobre
tots els elements de K[G] del tipus
∑
g∈G φ(g
−1)g. Nome´s cal veure que aixo` e´s una bijeccio´. Com que no
estem exigint cap condicio´ sobre el morfisme φ podem construir-ne un per a que ens doni qualsevol element
de l’a`lgebra, i a me´s el 0 sempre anira` al 0.
Corol·lari 3.2. (Teorema 90 de Hilbert) Sigui L/K una extensio´ de Galois finita amb grup de Galois G.
Aleshores H1(G,L×) = 0. Aquest resultat equival a dir que en una extensio´ c´ıclica generada per σ, un
element β ∈ L× te´ Nm(β) = 1, si i nome´s si, existeix α ∈ L× amb β = ασ(α) .
Demostracio´. Prenem un coc´ıcle φ i veiem que tambe´ e´s una covora. Per qualsevol x ∈ L×, sigui
y =
∑
g∈G
φ(g)g(x) = φ(g1)
−1y.
24
Si prenem g1 ∈ G, aleshores
g1y =
∑
g∈G
g1φ(g)g(x) =
∑
g∈G
φ(g1)
−1φ(g1g)g1g(x).
Amb aixo` tenim que φ e´s una covora generada per y−1 ja que φ(g1) = yg1(y) =
g1(y
−1)
y−1 .
Per veure l’equivalencia amb el resultat cla`ssic de teoria de Galois, veiem que usant la resolucio´ projectiva
de l’exemple 3.3, els elements de norma 1 so´n el nucli de la aplicacio´ norma, i els elements β = ασ(α) so´n la
imatge de la aplicacio´ ∆.
Assumint el lema de Shapiro podem associar una aplicacio´ entre la cohomologia d’un grup i un subgrup seu,
de la segu¨ent manera. Donada la aplicacio´ inclusio´ i : H ↪−→ G, volem introduir-la dins de la cohomologia. Si
prenem les dues successions a partir de les quals definim la cohomologia d’un mo`dul M en G i H, la inclusio´
defineix una u´nica aplicacio´ a la que anomenarem restriccio´
Res : Hr(G,M)→ Hr(H,M).
Obviant la prova de l’existe`ncia d’aquest morfisme, si que cal notar que estem invertint l’ordre de la aplicacio´,
ja que els fixos per G estara´n inclosos en els fixos per H, el qual ens rememora a la corresponde`ncia de Galois.
Tambe´ podem definir una aplicacio´ similar per al pas al quocient. Si partim de pi : G→ G/H, podem aplicar
el mateix pas. Aqu´ı s´ı que requerim quelcom sobre els mo`duls, i e´s que la accio´ del quocient estigui ben
definida sobre el mo`dul, i per tant usarem el mo`dul MH . La aplicacio´ s’anomenara` inflacio´.
Inf : Hr(G/H,MH)→ Hr(G,M).
Ara podem veure quin tipus de functors son els grups de cohomologia quan actuen sobre la successio´ curta
de grups 1→ H → G→ G/H → 1, usant aquestes aplicacions que hem definit.
Teorema 3.1. Sigui H E G i M un G-mo`dul. La segu¨ent successio´ e´s exacta.
0→ H1(G/H,MH) Inf−−→ H1(G,M) Res−−→ H1(H,M).
Anomenarem a aquesta successio´, restriccio´-inflacio´.
1. L’aplicacio´ inflacio´ e´s injectiva. Sigui φ ∈ H1(G/H,MH) amb Inf(φ) = 0; aleshores Inf(φ) e´s una
covora: Inf(φ)(g) =
gm
m per algun m ∈ M . Pero` com que prove´ d’una aplicacio´ a G/H, en qualsevol
element h ∈ H, Inf(φ)(gh) = Inf(φ)(hg) o ide`nticament gmm =
ghm
m , per tant
hm = m. Aixo` implica
que m ∈MH , amb el qual φ tambe´ sera` una covora a H1(G/H,MH).
2. Res ◦ Inf = 0. Si φ ∈ H1(G/H,MH), aquesta aplicacio´ sera` trivial sobre H. Pero` precisament
l’aplicacio´ Res e´s la restriccio´ sobre H.
3. El nucli de la restriccio´ e´s H1(G/H,MH), o el que e´s lo mateix, les aplicacions a H1(G,M) que so´n
trivials sobre H.
Proposicio´ 3.3. Sigui g1, . . . , gn un conjunt de representants de les classes mo`dul H. L’aplicacio´ que envia
ψ a
∑n
i=1 giψ(g
−1
i ) e´s un morfisme entre Ind
G
H(M) i M .
A partir d’aquesta aplicacio´ i el lema de Shapiro podem definir la aplicacio´ correstriccio´ com:
Cor : Hr(H,M)
Shapiro−−−−−→ Hr(G, IndGH(M))→ Hr(G,M)
Corol·lari 3.3. Sigui H ⊂ G un subgrup d’index finit. Aleshores Cor ◦Res(m) = [G : H]m
Demostracio´. Si e´s la multiplicacio´ per l’index a nivell de mo`duls, tambe´ ho sera` a nivell de grups de
cohomologia. Prenem m ∈M i l’enviem a la aplicacio´ ψm(g) = gm. Aix´ı, al aplicar la correstriccio´ tindrem:
n∑
i=1
giψm(g
−1
i ) =
n∑
i=1
m = m[G : H].
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Definicio´ 3.9. La component p-prima`ria d’un grup abelia` e´s el subgrup dels elements que s’anul·len al
multiplicar per una pote`ncia de p.
Corol·lari 3.4. Sigui G un grup finit amb p dividint l’ordre i Gp un p-Sylow. Per qualsevol G-mo`dul M ,
l’aplicacio´ restriccio´
Res : Hr(G,M)→ Hr(Gp,M)
e´s injectiva sobre la component p-prima`ria de Hr(G,M).
Demostracio´. Usant el corol·lari anterior i que l’´ındex [G : Gp] no e´s divisible per p, es veu que els elements
p-prima`ris no trivials no poden anar a la unitat al multiplicar per un nombre que no divideix p.
3.5 Productes cup
Sembla forc¸a intuitiu fer actuar el grup G sobre productes tensorials de mo`duls. E´s a dir, G actuant sobre
M ⊗N de la forma g(m⊗ n) = gm⊗ gn.
Recordem que quan parlem de productes tensorials M ⊗N estem parlant d’un mo`dul definit com l’u´nic que
transforma en lineal qualsevol aplicacio´ bilineal de M×N en un altre mo`dul P . E´s a dir, el producte tensorial
transforma qualsevol aplicacio´ bilineal f : M ×N → P , amb P un grup abelia`, en una u´nica aplicacio´ lineal
f : M ⊗N → G. complint que si ⊗ e´s el la aplicacio´ que va de M ×N a M ⊗N aleshores es do´na la relacio´
f ◦ ⊗ = f.
Un bon exemple de pensar el producte tensorial, en aquest cas de k-mo`duls on k e´s un cos, e´s k[X,Y ] =
k[X]⊗ k[Y ].
Aix´ı, tindrem un equivalent a aquest producte tensorial, ara per a aplicacions d’un grup en un mo`dul. Siguin
φ, φ′ ∈ Hom(G,⊗ri=1Mi),Hom(G,⊗si=1Ni). Definim φ ∪ φ′ com el seu producte cup,
φ ∪ φ′(g) = φ(g)⊗ φ′(g).
Aixo` tambe´ ho podem introduir a la cohomologia usada, i a me´s indueix una estructura d’a`lgebra dins els
grups de cohomologia, ja que la cohomologia r-e`ssima i la s-e`ssima passaran a la r+ s-e`ssima com veiem en
el segu¨ent teorema.
Teorema 3.2. Sigui G un grup i M,N dos G-mo`duls. El producte cup indueix una aplicacio´
Hr(G,M)⊗Hs(G,N)→ Hr+s(G,M ⊗N),
amb (φ, φ′)→ φ ∪ φ′.
Aquest teorema no el demostrarem, pero` si que podem veure algunes aplicacions senzilles, com per exemple
que tenim un morfisme directe entre els elements fixos per G.
MG ⊗NG → (M ⊗N)G
Algunes propietats del producte cup que posteriorment necessitarem so´n les segu¨ents.
1. (φ ∪ ψ) ∪ χ = φ ∪ (ψ ∪ χ).
2. φ ∪ ψ = (−1)rsψ ∪ φ.
3. Res(φ ∪ ψ) = Res(φ) ∪ Res(ψ).
4. Cor(φ ∪ Res(ψ)) = Cor(φ) ∪ ψ.
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3.6 Homologia
De forma complementa`ria al concepte de cohomologia, s’acostuma definir tambe´ el d’homologia7. El proce-
diment de cara a la definicio´ sera` semblant, pero` requerirem algunes eines addicionals.
Definicio´ 3.10. Sigui G un grup i M un G-mo`dul. Definim IG com el subgrup de Z[G] tal que la segu¨ent
successio´ e´s exacta:
0→ IG → Z[G]→ Z→ 0.
En particular, el podem definir formalment com IG = {g − 1 | g ∈ G}. Aixo` tambe´ ens permet definir
MG = M/IGM , que seria l’ana`leg a M
G; en aquest cas, es tracta del quocient de M me´s gran que fa que
l’accio´ sigui trivial.
En aquest punt, procedim de forma ana`loga a com ho vam fer en la definicio´ de cohomologia. E´s a dir,
definim els functors i els mo`duls adequats per desenvolupar la teoria.
Definicio´ 3.11. Direm que un mo`dul P e´s projectiu si Hom(P, ·) e´s un functor exacte. Identicament, una
resolucio´ projectiva sera` qualsevol successio´ exacta que inclogui els mo`duls projectus dins d’un mo`dul donat
M
· · · → P2 d2−→ P1 d1−→ P0 →d0 M → 0.
Fem servir la definicio´ del submo`dul MG com a nocio´ dual del submo`dul fix, i l’apliquem a la resolucio´
· · · → (P2)G d2−→ (P1)G d1−→ (P0)G → 0.
Aixo` finalment ens permet definir la nocio´ d’homologia com
Hr(G,M) =
Ker(dr)
Im(dr+1)
.
De manera ana`loga que en el cas de la cohomologia, podem donar interpretacions directes dels primers grups.
Per exemple, prenem H0(G,M) i la successio´ segu¨ent esdeve´ exacta:
(P1)G
d1−→ (P0)G d0−→MG → 0.
Per tant H0(G,M) = MG. Tambe´ podem aplicar el procediment per a obtenir una successio´ llarga en
homologia a la successio´ exacta curta que defineix IG.
· · · → H1(G,Z[G])→ H1(G,Z)→ H0(G, IG)→ H0(G,Z[G])→ H0(G,Z)→ 0.
Sabem que Z[G] e´s un mo`dul projectiu, i per tant Hr(G,Z[G]) = 0 per a qualsevol r ≥ 0. Tambe´ podem
deduir que (IG)G = IG/I
2
G. Amb aixo` obtenim
0→ H1(G,Z)→ IG/I2G → 0.
Lema 3.7. Sigui Gab el quocient abelia` me´s gran de G (e´s a dir, el quocient pel subgrup generat pels
commutadors), Gab = G/[G,G]. Aleshores, Gab ∼= IG/I2G i per tant Gab ∼= H1(G,Z).
Demostracio´. Prenem l’aplicacio´ IG → G/[G,G] que envia σ− 1 a la classe de σ. E´s un morfisme i en el seu
nucli conte´ I2G ja que
(τ − 1)(σ − 1) = (στ − 1)− (σ − 1)− (τ − 1) ⇐⇒ στσ−1τ−1[G,G] = [G,G]. 
Per tant, tenim H1(G,Z) ∼= Gab.
7El desenvolupament d’aquestes te`cniques esta` fortament motivat per la topologia algebraica, on juguen un paper clau
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3.7 Grups de Tate
Ara agruparem l’homologia i la cohomologia. Primer generalitzarem la idea que ja tenim de normes sobre
extensions de cossos a qualsevol mo`dul. Fins aqu´ı, podr´ıem haver suposat que G era un grup infinit. Per
introduir l’aplicacio´ norma requerirem que el grup sigui finit.
Definicio´ 3.12. La aplicacio´ norma sobre un G-mo`dul, amb G-finit NmG : M → M ve´ definida per
NmG(m) =
∑
g∈G gm.
Veiem dues propietats senzilles d’aquesta aplicacio´.
Proposicio´ 3.4. 1. Im(NmG) ⊂MG
2. IGM ⊂ Ker(NmG)
Demostracio´. Recordem que per tot g ∈ G, gG = G. Aleshores gNmG(m) = NmG(gm) = NmG(m). Per
tant, les imatges de la aplicacio´ norma queden fixes per G. Ide`nticament, (g − 1) Nm = 0 que demostra la
segona part.
Amb aquests resultats podem veure que l’aplicacio´ norma va de MG a M
G per a qualsevol G-mo`dul. Per
tant, tenim un morfisme entre el final de l’homologia i el principi de la cohomologia de la forma:
NmG : H0(G,M)→ H0(G,M)
Per tant, aquest morfisme actuara` com a conector entre ambdo´s conceptes. Aix´ı, donada una successio´
exacta curta de G-mo`duls
0→M1 →M2 →M3 → 0
tindrem una successio´ exacta llarga entre la homologia i la cohomologia que ens permet definir la nocio´ de
grup de Tate.
Definicio´ 3.13. Definim com a grup de Tate r-e`ssim.
HrT (G,M) =

Hr(G,M) r > 0
MG/NmG(M) r = 0
Ker(NmG)/IGM r = −1
H−r−1(G,M) r < −1.
Es pot veure que fa exacta la successio´ llarga
· · · → HrT (G,M1)→ HrT (G,M2)→ HrT (G,M3)→ Hr+1T (G,M1)→ . . .
La majoria de resultats que hem vist per a la cohomologia tambe´ valen per a aquests grups. Cal observar
que per als valors 0 i -1 estem aplicant la cohomologia de manera directa sobre la aplicacio´ norma definida
sobre MG i MG.
Com que quan apliquem tota aquesta colla de resultats a la teoria de cossos de classes ens fara` falta veure
com actuen certs grups sobre Z,Q,Q/Z, pensant en una accio´ trivial d’un grup finit en ells. Veiem els
segu¨ents resultats sobre els grups de Tate.
Proposicio´ 3.5. Sigui G un grup finit.
1. HrT (G,Q) = 0 per tota r.
2. H0T (G,Z) = Z/|G|Z i H1T (G,Z) = 0.
3. Hom(G,Q/Z) ∼= H2T (G,Z)
Demostracio´. 1. Sigui m = |G|. Tenim un isomorfisme a Q que e´s la multiplicacio´ per m. Podem
transformarlo en un isomorfisme entre els grups de Tate HrT (G,Q). Alhora, multiplicar per m e´s el
mateix que multiplicar per 0, ja que e´s l’ordre del grup. Per tant, l’aplicacio´ seria un isomorfisme i
l’aplicacio´ zero, i per tant els grups sera´n 0.
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2. Per a la segona part, com que G actu´a trivialment tenim ZG = Z i la norma en aquest cas sera`
multiplicar per m. Tambe´ haviem vist anteriorment que, en el cas que l’accio´ sigui trivial, H1(G,M) =
Hom(G,M), per tant n’hi ha prou amb agafar un morfisme i veure que e´s 0. Sigui φ un morfisme i
g ∈ G. Llavors, tenim que
0 = φ(e) = φ(gm) = mφ(g)
pero` Z no te´ torsio´ per tant φ(g) = 0.
3. Finalment partim de la successio´:
0→ Z→ Q→ Q/Z→ 0
Sabem que ens proporciona una successio´ me´s llarga en la cohomolog´ıa on un tros e´s:
H1(G,Q)→ H1(G,Q/Z)→ H2(G,Z)→ H2(G,Q)
Com que els dos extrems so´n 0, tornant a aplicar H1(G,M) = Hom(G,M), ja tenim el resultat.
Tambe´ ens caldra` relacionar els diferents grups de cohomologia de Tate per poder inferir resultats senzills
de les cohomologies coneixent nome´s H0T , H
1
T , H
2
T .
Proposicio´ 3.6. Sigui G un grup finit c´ıclic i M un G-mo`dul, aleshores HrT (G,M)
∼= Hr+2T (G,M) per tota
r.
No demostrarem aquest ultim resultat pero` s´ı que es vol destacar quelcom que e´s de forc¸a relleva`ncia. Es
pot escollir cano`nicament un element γ ∈ H2T (G,Z) tal que aquest isomorfisme vingui definit pel producte
cup per aquest element. El que nosaltres agafarem sera` aquell (recordant que H2T (G,Z) ∼= Hom(G,Q/Z))
que env¨ıi un generador del grup ciclic a l’element 1m . Retornarem me´s tard a aquesta precisio´.
Partint de que coneixem el significat directe dels grups H0 i H1 podem definir relacions entre ells que ens
permetin treure conclusions directes quan volguem mirar quina forma tenen sober mo`duls concrets.
Definicio´ 3.14. Definim com el quocient de Herbrand la relacio´ h(M) =
|H0T (G,M)|
|H1T (G,M)|
.
Usant l’hexa`gon exacte es veu que partint d’una successio´
0→ A→ B → C → 0,
i suposant que el quocient estigui ben definit, e´s a dir, que els cardinals so´n finits, es do´na la relacio´
h(B) = h(A)h(C).
Lema 3.8. Sigui M un G-mo`dul finitament generat, aleshores el quocient de Herbrand val h(M) = 1.
3.8 El teorema de Tate
Presentem ara un dels resultats me´s important de cara a establir els teoremes principals de la teoria de cossos
de classe. La importa`ncia del segu¨ent teorema recau sobre un fet que ja hem mencionat anteriorment: la
relleva`ncia de l’el·leccio´ del generador de H2. Ara no suposarem que el nostre grup sigui c´ıclic, pero` s´ı que
imposarem certes condicions sobre els subgrups de G, que podrem controlar ja que G seguira` sent finit.
Teorema 3.3. Suposem que G e´s finit i que M e´s un G-mo`dul. Tambe´ imposem les segu¨ents condicions
sobre els subgrups H:
1. H1T (H,M) = 0;
2. H2T (H,M) e´s c´ıclic d’ordre |H|.
Aleshores, per tot r ∈ Z tenim un isomorfisme
HrT (G,Z)→ Hr+2T (G,M)
que nome´s depe`n de l’eleccio´ del generador de H2T (G,M).
Demostracio´. Brown, LCFT, 4.38
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4 Teoria local de cossos de classe
Recordem quin e´s l’objectiu de la teoria de cossos de classe: demostrar que tota la informacio´ sobre les
extensions abelianes d’un cos esta` ja continguda en la propia aritme`tica del cos. En altres paraules, els grups
de Galois d’aquestes extensions estan relacionats a trave´s d’un morfisme de grups amb el grup K×, i en
particular amb l’extensio´ abeliana maximal.
4.1 La llei de reciprocitat d’Artin local
Amb l’objectiu de simplificar la notacio´, obviarem la valoracio´ no-arquimediana, i denotarem per K el nostre
cos base local. L’enunciat segu¨ent s’anomena llei de reciprocitat local o aplicacio´ d’Artin local i resumeix
aquesta idea per a cossos locals (al cap sempre tindrem Qp):
Teorema 4.1. Sigui K un cos local no-arquimedia` (respecte una valoracio´ v). Hi ha un u´nic morfisme de
grups:
φK : K
× → Gal(Kab/K)
complint les segu¨ents propietats:
1. Cada uniformitzador ω de K actu´a en el grup de Galois de l’extensio´ no ramificada maximal com el
Frobenius sobre la part no ramificada, e´s a dir φK(ω)|Knr = FrobK .
2. Per tota extensio´ abeliana L/K finita, l’aplicacio´ esdeve´ un isomorfisme de grups a trave´s de la norma
Nm(L×), e´s a dir,
φL/K : K
×/Nm(L×)→ Gal(L/K)
La demostracio´ d’aquest resultat fa servir totes les eines desenvolupades en les seccions anteriors. Com ja
hem apuntat, la clau estara` en trobar un element privilegiat que ens permeti definir l’aplicacio´. A partir
d’aixo` nome´s caldra` relacionar els diferents grups de cohomologia amb els grups que tenim implicats en la
llei de reciprocitat.
El primer objectiu sera` demostrar que els grups de Tate de L (prenent tots els subgrups del grup de Galois)
so´n c´ıclics (segona hipo`tesi del teorema de Tate). Usant les relacions de restriccio´ i inflacio´ veurem que e´s
suficient provar que H2(G,L×) e´s c´ıclic d’ordre el grau de l’extensio´. Fixarem aixo` com el primer objectiu
d’aquesta seccio´.
Anem a establir la notacio´: L/K sera` una extensio´ abeliana de cossos locals amb G el seu grup de Galois.
OL sera` l’anell d’enters de l’extensio´ (tindrem al cap que Qp e´s el cos de fraccions de Zp). l i k sera`n els
respectius cossos residuals (si cal mL i mK seran els ideals maximals). Tots aquests sera`n G-mo`duls amb
l’accio´ de Galois, i especialment, ho sera`n tambe´ els seus grups multiplicatius.
Teorema 4.2. (classe fonamental) Sigui L/K una extensio´ de cossos locals de grau n. Llavors, H2T (G,L
×)
e´s un grup c´ıclic d’ordre n.
A partir d’aqui usarem una se`rie de resultats que fan servir tot el que hem mencionat de cohomologia
per demostrar el teorema anterior.
Lema 4.1. Sigui L/K una extensio´ no ramificada finita. Aleshores,
HrT (G, l) = H
r
T (G, l
×) = HrT (G,O×L ) = 0
per a tot r ∈ Z.
Demostracio´. Les notacions indiquen el cos residual l amb la suma i el producte respectivament. Com que
estem parlant d’un grup c´ıclic, en tenim prou amb veure que H1T (G, l) = H
0
T (G, l) = 0. Recordem que en el
cas no ramificat tenim G = Gal(l/k) i G ha de ser un grup c´ıclic (extensio´ finita de cossos finits).
Per al cas additiu, si r > 0 ja hav´ıem vist en un dels exemples que la cohomologia d’una extensio´ finita ha
de ser 0. Com que G e´s c´ıclic, podem aplicar el resultat d’isomorfisme entre els valors de r de la mateixa
paritat per obtenir el resultat per tot r.
Per al cas multiplicatiu, en H1T (G, l
×) tenim el teorema 90 de Hilbert, i en el cas H0T (G, l
×) fem servir que
l× e´s un mo`dul finitament generat, i per tant, usant el lema 3.8, el quocient de Herbrand val 1, amb el qual
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H0T (G, l
×) = 0. Aplicant de nou el fet que G e´s c´ıclic, obtenim el resultat.
En el cas deO×L , l’exhaustivitat de la norma no e´s a priori trivial, pero` tambe´ ens permet obtenirHrT (G,OL) =
0. Pel teorema 90 de Hilbert, tenim H1T (G,L
×) = 0 i recordant que L× ∼= O×L × Z, nome´s depenent de
l’eleccio´ de l’uniformitzador, obtenim tambe´ HrT (G,OL) = 0. Ara podem tornar a aplicar de nou que G e´s
c´ıclic i acabar la prova del teorema.
Me´s encara, podem assegurar aquest resultat per a extensions infinites sempre que r > 0, passant del limit
projectiu que defineix el grup profinit als grups de cohomologia.
Escrivim ara la segu¨ent successio´ exacta, que e´s nome´s una altra manera d’escriure L× = OL × Z.
0→ O×L → L×
ordL−−−→ Z→ 0.
Els resultats anterior per r = 2 ens donen un isomofrisme H2T (G,L
×) = H2T (G,Z). Usant l’isomorfisme
definit en la Proposicio´ 3.5 veiem que tenim la segu¨ent successio´:
H2T (G,L
×) ∼= H2T (G,Z) ∼= Hom(G,Q/Z)
avFrobL−−−−−→ Q/Z.
Al avaluar en el Frobenius (que te´ ordre n, el grau de l’extensio´), ens assegurem que en tots els elements
f ∈ Hom(G,Q/Z) satisfan
n avFrobL(f) = f(Frob
n
L) = f(1) = 1.
Per tant f(FrobL) ∈ 1nZ/Z. A aquesta aplicacio´ li direm mapa invariant i el notarem per invL. En particular,
en el cas d’una extensio´ no ramificada, el Frobenius continua sent el mateix, i per tant, l’ultim morfisme
corresponent a avaluar en el Frobenius seria un isomorfisme amb 1nZ/Z.
H2T (G,L
×) ∼= 1
n
Z/Z
Amb aixo` tenim que H2T (G,L
×) e´s c´ıclica de grau n, en el cas d’una extensio´ no ramificada finita.
Proposicio´ 4.1. Sigui L/K una extensio´ finita de grau n. Si definim H2T (G,L
×)nr = H2T (G,L
×) ∩
H2T (G,K
nr×), aleshores aquest e´s un grup c´ıclic generat per un element uL ∈ H2T (G,Knr×) amb invL(uL) =
1
n .
Demostracio´. Farem un esquema de la demostracio´. Partim de la segu¨ent successio´:
0→ H2T (G,L×)nr → H2T (G,Knr×) Res−−→ H2T (G,Lnr×),
es veu la commutativitat del segu¨ent esquema:
H2T (G,K
nr×) Res //
invK

H2T (G,L
nr×)
invL

Q/Z n // Q/Z
Proposicio´ 4.2. Per a tota extensio´ finita L/K tenim que per algun U ⊂ O×L estable sota l’accio´ de Galois,
HrT (G,U) = 0 per a tot r ∈ Z.
Per a demostrar la proposicio´, provarem primer el segu¨ent lema.
Lema 4.2. L’aplicacio´ ex e´s un isomorfisme entre mnL amb la suma i 1 + m
n
L amb el producte sempre que
n > ep−1 .
Demostracio´. Hem de comprovar una llista de propietats.
1. L’aplicacio´ e´s un morfisme ja que ex+y = exey sobre mnL i ve´ donat per la serie
∑∞
n=0
xn
n! .
2. La seva inversa ln(x) tambe´ e´s un morfisme ja que ln(xy) = ln(x) + ln(y) definit sobre 1 + mnL.
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3. A nivell formal una e´s la inversa de l’altre igual que a R, pero` no e´s trivial la converge`ncia per elements
del nostre cos.
4. Podem demostrar que la converge`ncia d’una se`rie usant la propietat no-arquimedia`na de la valoracio´
es do´na si els coeficients tendeixen a zero. Koblitz, p-adic NAF, 2. Aleshores
lim
k→∞
v(
xk
k!
) = lim
k→∞
kv(x)− v(k!).
Determinem quant val v(k!) de la forma segu¨ent: primer mirem elements que tinguin valoracio´ com
a mı´nim 1. Si estiguessim a Qp n’hi hauria com a mı´nim kp , i en el cas d’una altra extensio´ local, a
sobre cal multiplicar per l’´ındex de ramificacio´ ja que les valoracions dels elements del cos base queden
multiplicades per aquest element. Seguim aquest proce´s buscant quants elements tenen valoracio´ com
a mı´nim m, i seran com a molt ekpm . Per tant, comptem en una valoracio´ cadascun d’aquests nombres
i obtenim la fita superior
ke
∞∑
j=1
1
pj
=
ke
p
1
1− 1p
=
ke
p− 1 .
Per tant, trobem la fita inferior:
lim
k→∞
k(v(x)− e
p− 1),
i si el nombre de dins del pare`ntesi e´s positiu convergira` a ∞ que e´s la valoracio´ que volem, e´s a dir,
la del 0. Per acabar nome´s cal notar que si x ∈ mnL, aleshores v(x) > n.
Demostracio´. (de la proposicio´) El teorema de la base normal ens do´na una base {xσ | σ ∈ G} de l’extensio´.
Podem prendre d ∈ OL tal que dxσ ∈ OL sigui una base amb elements enters. Sigui U =
∑OLxσ. En
particular U = OL[G] = IndG1 (OL). Aplicant el lema de Shapiro a tots els grups de Tate,
HrT (G,U) = H
r
T (1,OL) = 0.
Ara hem de transferir aixo` al grup multiplicatiu. Ho fem a partir de l’isomorfisme definit en el lema anterior.
Aquest isomorfisme estara` enviant entorns oberts del 0 a entorns oberts de l’1. Per tant, per qualsevol obert
V , podem agafar ωNV un entorn del zero de manera que l’isomorfisme l’envii a un obert U complint que
HrT (G,U) = 0, i tambe´ e´s H
r
T (G,ω
MV ) = 0 per tot r ∈ Z.
Proposicio´ 4.3. Per a tota extensio´ L/K c´ıclica de grau n, h(O×L ) = 1 i h(L×) = n. En particular,
H2T (G,L
×) te´ ordre n.
Demostracio´. Prenem U el subgrup obert de O×L que te´ els grups de Tate nuls i apliquem la multiplicativitat
del quocient de Herbrand: h(O×L ) = h(O×L /U)h(U). Ambdo´s factors valen 1: el primer per ser quocient d’un
compacte per un obert, ha de ser finit i per tant te´ cohomolog´ıa nula, i el segon pels resultats anteriors. Per
tant, h(O×L ) = 1.
En el cas de L× ja hem usat diverses vegades que L× = O×L × Z. Tornem a usar la multiplicativitat per
obtenir que h(L×) = h(Z). Per calcular aquest u´ltim quocient de Herbrand sabem que |H0T (G,Z)| = n i
|H1T (G,Z)| = 1.
Usant el 90 de Hilbert, H1T (G,L
×) = 0 i per tant |H0T (G,L×)| = n. A partir de la periodicitat, sabem que
H2T (G,L
×) te´ el mateix ordre.
Lema 4.3. Sigui G un grup finit i M un G-mo`dul. Siguin q, r > 0 enters. Suposem que:
1. HiT (H,M) = 0 per a 0 < i < r i tots els subgrups H de G;
2. si H ⊂ K ⊂ G, amb H normal a K i K/H c´ıclic d’ordre primer, aleshores HrT (H,M) divideix [K : H]q.
Aleshores es compleix el mateix per a G, e´s a dir, l’ordre de HrT (G,M) divideix |G|q
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Demostracio´. El primer que volem veure e´s que podem suposar que G e´s un p-grup. En cas contrari, podem
prendre Gp un p-Sylow i veure que la aplicacio´ restriccio´ Res : H
r
T (G,M) → HrT (Gp,M) e´s injectiva en
els punts del domini que tenen p∞-torsio´, e´s a dir, els que tenen ordre alguna pote`ncia de p. Per tant, si
|HrT (Gp,M)| divideix |Gp|, tambe´ |HrT (G,M)| divideix |G|. Ho provem per induccio´ sobre l’ordre de G.
Per r > 0, prenem H un subgrup d’´ındex p i apliquem la induccio´ usant la successio´ de restriccio´-inflacio´
0→ HrT (G/H,MH) Inf−−→ HrT (G,M) Res−−→ HrT (H,M)
En el cas trivial de l’ordre de G, tot e´s trivial ja que tota la cohomologia tambe´ e´s trivial. Per les hipo`tesis
suposades i la induccio´ tenim que HrT (H,M) divideix |H|q i tambe´ que HrT (G/H,MH) divideix pq. Usant
que la successio´ e´s exacta, es demostra que
|HrT (G,M)|
∣∣∣ |HrT (H,M)||HrT (G/H,MH)| ∣∣∣ [G : H]q|H|q = |G|q
Per r = 0 no tenim la cadena de restriccio´-inflacio´ pero` si que tenim la segu¨ent successio´ exacta
MH/NmH(M)
NmG/H−−−−−→MG/NmG(M) idG−−→ (MH)G/H/NmG/H(MH)
a la qual podem aplicar el mateix argument que abans. Per veure que la successio´ e´s exacta pensar que els
elements del nucli de la identitat so´n els que tenen norma que queda fixa per H, equivalents als de la primera
part.
Teorema 4.3. Sigui L/K una extensio´ finita de grau n. Llavors H2T (G,L
×) e´s c´ıclic d’ordre n, generat per
un element uL ∈ H2T (G,Lnr) complint invL(uL) = 1n . Me´s espec´ıficament, escriurem uL/K quan partim d’un
cos K i una extensio´ L/K.
Demostracio´. Apliquem el resultat anterior a M = L×, q = 1 i r = 2. La primera hipo`tesi ve´ donada pel
teorema 90 de Hilbert en un cert subgrup. La segona pel corol·lari anterior prenent un grup c´ıclic que el
contingui. Per tant, l’ordre de H2T (G,L
×) tambe´ divideix n si l’extensio´ no e´s necessa`riament c´ıclica. Pero`
ja teniem que conte´ alguna extensio´ c´ıclica, en particular H2T (G, (L
nr)
×
). Aix´ı HrT (G,L
×) tambe´ sera` c´ıclic
generat pel mateix element. En particular, H2T (G,K) = H
2
T (G,K
nr).
Teorema 4.4. Sigui L/K una extensio´ de Galois finita. Aleshores, el producte cup α→ α∪ uL defineix un
isomorfisme entre HrT (G,Z) i H
r+2
T (G,L
×)
Demostracio´. Aplicacio´ del teorema de Tate. La primera hipo`tesi e´s el teorema 90 de Hilbert. La segona
e´s aplicacio´ del teorema anterior. Amb aixo` ja estem en condicions d’enunciar el resultat sobre el mapa de
reciprocitat local.
Teorema 4.5. Sigui L/K una extensio´ abeliana finita. Tenim un isomorfisme entre entre Gal(L/K) i
K×/Nm(L×).
Demostracio´. N’hi ha prou amb prendre en el teorema anterior r = −2. Tindrem:
K×/Nm(L×) ∼= H0T (G,L×) ∼= H−2T (G,Z) ∼= H1(G,Z) ∼= Gal(L/K)
Aquest ultim isomorfisme apareix al lema 3.5, i que el grup de Galois e´s abelia`.
4.2 Comportament de la aplicacio´ d’Artin per torres
Donada una torre d’extensions K ⊂ E ⊂ L, volem provar que la aplicacio´ d’Artin que hem definit e´s la
mateixa si prenem qualsevol subextensio´.
Proposicio´ 4.4. En la torre anterior,
φL(x)|E = φE(x)
per a tot x ∈ K.
Lema 4.4. Usant les aplicacions de restriccio´ sobre H2(G,L×) obtenim
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1. Res(uL/K) = uL/E
2. Inf(uE/K) = [L : E]uL/K
Demostracio´. La prova es fa aplicant el lema nucli-conucli a les files del segu¨ent diagrama
H2T (K/K)
Res //
invK

H2T (K/E)
Res //
invE

H2T (K/K)
invL

Q/Z
[EK ] // Q/Z // Q/Z
on els H2T so´n els grups de Tate amb l’accio´ del corresponent grup de Galois de cada extensio´. Amb aixo`
obtenim un nou diagrama
0 // H2T (E/K)
Inf //
invE/K

H2T (L/K)
Res //

H2T (L/E)
invL/E

0 // 1[E:K]Z/Z
id // 1
[L:K]Z/Z
[LK ] // 1
[L:E]Z/Z
on els grups G so´n els corresponents grups de Galois. Es pot demostrar que e´s commutatiu i a partir d’aixo`
es veuen els resultats.
A partir de la commutativitat d’aquests dos diagrames, es demostra que les aplicacions restriccio´ i corres-
triccio´ es comporten com volem per al producte cup.
Res(uL/K ∪ β) = uL/E ∪ Res(β)
Cor(uL/E ∪ β) = uL/K ∪ Cor(β)
L’aplicacio´ d’Artin sera` la mateixa en els dos casos, el qual equival a la proposicio´ anterior. Aixo` ens permetra`
que l’aplicacio´ d’Artin inicial estigui definida com phiK : K → Gal(Kab/K) i compleixi la segona propietat
del teorema inicial.
4.3 La imatge de l’endomorfisme de Frobenius
Per acabar de demostrar el teorema inicial ens fa falta veure tambe´ el comportament dels uniformitzadors.
Proposicio´ 4.5. Sigui L/K una extensio´ no ramificada i G el seu grup de Galois. L’element FrobL/K va a
la classe d’ω, un uniformitzador sota l’aplicacio´ d’Artin. Equivalentment, φL/K(x) = Frob
ordp(x)
L/K .
Per exemple, prenem Qp i una extensio´ ramificada seva L. El seu grup de Galois equival al grup de Galois
d’una extensio´ finita de cossos finits, generada pel Frobenius. El primer p seria un uniformitzador, i qualsevol
element x ∈ K s’escriu com x = upr. Si la proposicio´ anterior e´s certa tenim la imatge d’aquest element
seria φL(x) = Frob
r
L/K .
Definicio´ 4.1. Sigui uL ∈ H2T (G,L×) el representant cano`nic que genera el grup de Tate, usant φ : G2 →M
com a cocicle representant. Aleshores M(φ) e´s la suma directa M ⊕Z on Z e´s el grup lliure generat per els
s´ımbols xσ amb σ ∈ G. L’accio´ de G sobre M(φ) e´s:
σ(m,xτ ) = (σm+ φ(σ, τ), xστ − xσ)
La prova de la proposicio´ consisteix a veure que l’element de Frobenius va a un uniformitzador ω via l’a-
plicacio´ d’Artin. Amb la segu¨ent demostracio´, reseguirem el camı´ que fa ω a trave´s de l’aplicacio´ cano`nica
definida per el teorema de Tate.
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Demostracio´. Prenent el mo`dul L×(φ) i el Z[G] tenim les segu¨ents sequ¨e`ncies exactes. La primera ja l’hem
vista, la segona e´s la descomposicio´8 del mo`dul que hem definit.
0→ IG → Z[G]→ Z→ 0,
0→ L× → L×(φ)→ IG → 0.
Es pot veure que els grups de Tate d’ambdo´s mo`duls L×(φ) i Z[G] so´n nuls i per tant tenim isomorfismes
H−2T (G,Z)→ H−1T (G, IG)
H−1T (G, IG)→ H0T (G,L×).
En el primer cas ja vem estudiar l’isomorfisme al lema 3.5, i vem veure que σ = FrobL/K ∈ Gab es mou a
l’element σ − 1 + I2G a IG/I2G. El que cal veure e´s on va aquest u´ltim element en el segon isomorfisme. Per
aixo`, usarem el lema de la serp mitjanc¸ant el segu¨ent diagrama que connecta H−1T i H
0
T .
H−1T (G, IG)
0 (L×)G (L×(φ))G (IG)G
H0T (G,L
×)
L’aplicacio´ entre L×(φ) i IG envia (m,xσ) a σ − 1. Per tant, hem de computar la norma de (1, xσ) que e´s
una antiimatge de σ − 1 + I2G.
NmG(1, xσ) =
n−1∑
i=1
σi(1, xσ) =
n−1∑
i=1
(φ(σ, σi), xσi+1 − xσi) = (
n−1∏
i=1
φ(σ, σi), 1).
Per acabar la demostracio´ per a un uniformitzador ω cal veure que
φ(σi, σj) =
{
1 si i+ j ≤ n− 1
ω si i+ j < n− 1.
Aixo` u´ltim e´s un ca`lcul fet amb eines semblants a la construccio´ de la classe fonamental, recordant que en
el mapa invariant enviem l’element σi a in ∈ Q/Z.
Finalment com que ja sabiem que H0T (G,O×L ) = 0, aleshores O×K = (O×L )G = NmG(O×L ) ⊂ NmG(L×) el qual
vol dir que ω = uω a K×/NmG(L×) per a qualsevol unitat u ∈ O×K .
4.4 Subgrups de norma
El propo`sit de la teoria de cossos de classe e´s classificar totes les extensions abelianes nome´s en funcio´
d’informacio´ continguda al cos base. Per tant, un cop construida l’aplicacio´ d’Artin, volem veure com es
condensa aquesta informacio´ dins el nostre cos local a trave´s dels subgrups Nm(L). Per tant, hem de veure
quins subgrups de K× so´n normes d’alguna extensio´.
Proposicio´ 4.6. Sigui N ⊂ K×. N e´s un de la forma Nm(L) per alguna extensio´ L/K, si i nome´s si, N e´s
obert d’index finit.
Pensem en el cas del cos Qp:
Q×p ∼= Z×p × Z = Z/(p− 1)Z× Zp × Z
Es pot provar que en cossos de caracter´ıstica 0 (els p-a`dics ho so´n), tots els subgrups d’index finit so´n oberts.
Per tant, hem d’estudiar els subgrups d’index finit de cadascun dels factors.
8Aquesta descomposicio´ es computa exactament igual ja que L×(φ) = L× ⊕ IG
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1. A Z/(p − 1)Z tots els seus subgrups tenen ı´ndex finit i els tenim classificats per tots els divisors de
p− 1.
2. A Z tots els seus subgrups tenen ı´ndex finit so´n els nZ.
3. A Zp hem de prendre subgrups Un dels Z/pnZ i prendre’n el limit projectiu U = lim←−Un
Com que no tenen ordres coprimers entre si necessa`riament, podem trobar altres subgrups que provinguin
de barrejar elements de les diferents parts.
Per demostrar el resultat, ens cal usar els desenvolupaments de Lubin-Tate i els grups formals, eines que
tambe´ s’apliquen enaltres branques de la teoria de nombres. Prendrem K un cos local, OK el seu anell
d’enters, ω un uniformitzador de K i k el seu cos residual amb q elements.
Definicio´ 4.2. Una serie de pote`ncies formal ω-a`dica e´s una se`rie de pote`ncies a OK [[X]] tal que:
1. f(X) = ωX mod X2.
2. f(X) = Xq mod ω.
Denotem per Fω aquest conjunt.
Exemple 4.1. Si K = Qp, la se`rie F (X) = pX +
(
p
2
)
X2 + . . . pXp−1 + Xp = (X + 1)p − 1 e´s d’aquesta
forma.
Definicio´ 4.3. Una llei de grup formal commutativa sobre un anell A e´s una se`rie de potencies F ∈ A[X,Y ]
complint:
1. F (X,F (Y,Z)) = F (F (X,Y ), Z).
2. F (0, Y ) = Y i F (X, 0) = X.
3. Existeix una u´nica G(X) amb F (X,G(X)) = 0.
4. F (X,Y ) = F (Y,X).
5. F (X,Y ) = X + Y mod grau 2.
Definicio´ 4.4. Un morfisme entre dues lleis de grup F,G e´s una se`rie de pote`ncies en dues variables tal
que:
h(F (X,Y )) = G(h(X), h(Y ))
Proposicio´ 4.7. Per tota f ∈ Fω, existeix una llei de grup formal commutativa Ff amb coeficients a OK
que fa f un endomorfisme de la llei de grup, e´s a dir:
f(Ff (X,Y )) = Ff (f(X), f(Y ))
Proposicio´ 4.8. Sigui f ∈ Fω i Ff la llei de grup de la proposicio´ anterior. Aleshores per tot α ∈ OK ,
existeix una se`rie de pote`ncies [α]f ∈ OK [[X]] tal que:
1. [α]f commuta amb f .
2. [α]f = αX mod grau 2.
Aix´ı, [α]f e´s un endomorfisme de la llei de grup Ff .
Proposicio´ 4.9. Sigui f, g ∈ Fω. Aleshores, Ff ∼= Fg.
Tambe´ necessitarem alguna relacio´ entre dos uniformitzadors.
Proposicio´ 4.10. Siguin ω i uω a Ov dos uniformitzadors (u e´s una unitat) amb Ff , Fg dos grups formals
definits a f ∈ Fω i g ∈ Fuω. Aleshores, existeix  ∈ O×Kˆnr tal que FrobK() = u i una se`rie de pote`ncies
h(T ) ∈ OKˆnr [[T ]] complint.
1. h(X) ≡ X( mod grau 2).
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2. FrobK ◦h = h ◦ [u]f
3. h(Ff (X,Y )) = Fg(h(X,h(Y )).
4. h ◦ [a]f = [a]g ◦ h per tot a ∈ OK .
Ens estalviarem les proves d’aquests resultats per evitar enfarfegar el treball amb massa contingut, no
necessa`riament relacionat amb el treball. Els desenvolupaments dels grups formals i els seus morfismes
so´n me`todes generals i tambe´ podrien aplicarse a altres branques de la teoria de nombres. En aquest cas
els usarem per demostrar quins so´n els subgrups de norma. El segu¨ent pas e´s demostrar que la extensio´
totalment ramificada maximal de K, que denotarem Ktr, e´s la que es construeix afegint la torsio´ del grup
formal corresponent a un uniformitzador (en el cas de Qp, totes les arrels d’ordre una pote`ncia de p).
Prenem f ∈ Fω i Ff la llei de grup corresponent. Definim com Mf el grup de punts de mK l’ideal maximal
d’una clausura algebraica de K equipats amb la llei de grup Ff . Prenem E
n
f els nuclis dels endomorfismes
[ωn]f . Si un x pertany a E
n
f , aixo` implica ω
nx = 0 mo`dul grau 2, e´s a dir, que e´s un punt d’ωn-torsio´ en
Mf .
Aix´ı podem prendre les extensions Kn = K(Enf ) i Kω = ∪n≥1Kn i Gω,n = Gal(Kn/K) els seus grups de
Galois amb Gal((Kω/K) = lim←−Gω,n.
Proposicio´ 4.11. Considerant Enf com un mo`dul amb l’accio´ de OK , obtenim
1. EndOK (E
n
f )
∼= OK/(ωn).
2. AutOK (E
n
f )
∼= (OK/(ωn))×.
Demostracio´. Demostrarem que Enf
∼= OK/(ω). Un cop haguem vist aixo`, tant el grup additiu com el grup
multiplicatiu de OK donen lloc a una accio´ sobre el conjunt Enf . Sabem que qualsevol accio´ d’un grup ens
do´na un morfisme de grups entre el grup i les permutacions del conjunt que en el cas additiu sera`:
OK → EndOK (Enf ).
En aquest cas, el morfisme sera` exhaustiu i el nucli ho formaran els morfismes que representin la identitat
que seran els que envi¨ın cada element de torsio´ al 0, e´s a dir els de la forma kωn, per tant el nucli sera` el
que volem. En el segon cas valdra` el mateix per a l’accio´ del grup multiplicatiu.
Per induccio´ sobre n, demostrarem el primer isomorfisme. Usant la proposicio´ 4.9, es veu que e´s indiferent
el f que estiguem prenent. En el cas de n = 1 tenim [ω]f = ω · X + Xq. Si prenem qualsevol element
x ∈ mK , f(X)− x te´ alguna arrel en la clausura algebraica. Usant un procediment anomenat ”pol´ıgons de
Newton”Milne, ANT, 7.44, veiem que totes les seves arrels cauen dins de mK . Prenem totes les arrels de f i
corresponen al nucli de [p]f , per tant aquest equival a E
1
f . Com que e´s un endomorfisme, podem aplicar el
teorema d’isomorfisme canviant el nucli per la imatge, quan sabem que la imatge sempre sera` l’ideal generat
per ω.
El pas inductiu el veiem a trave´s de la successio´ exacta:
0→ E1f → Enf
[p]f−−→ En−1f → 0.
Exemple 4.2. Per a Qp, podem prendre un isomorfisme de Enp i les arrels pn-e`ssimes de la unitat. Tot
i aixo`, la relacio´ no e´s directa sino´ que ho e´s a trave´s del canvi de variable y = x + 1. Sigui y una arrel
p-e`ssima de la unitat. Aleshores es compleix que:
1 = (x+ 1)p =
p∑
i=0
(
p
i
)
xi.
Per tant x e´s arrel de F (X) =
∑p
i=1
(
p
i
)
Xi que pertany a Fp. Per a exponents majors tambe´ es pot veure.
Moralment, quan afegim els conjunts Enf estem afegint les arrels p
n-e`ssimes de la unitat.
Lema 4.5. Sigui L/K una extensio´ de Galois. Per qualsevol f ∈ OK [[X]] i x ∈ mL.
f(σ(x)) = σ(f(x))
per tot σ ∈ Gal(L/K).
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Demostracio´. En cas que f(σ(x)), el resultat e´s trivial. L’u´nic que hem de veure e´s que si x convergeix,
aleshores σ(x) tambe´. Aixo` es veu, un cop sabem que x ∈ mnL per algun n, aleshores σ(x) tambe´, i per tant
usant els arguments del lema 4.2, tambe´ convergira`.
Teorema 4.6. Amb la notacio´ usada fins ara tenim els segu¨ents resultats.
1. Kn/K e´s una extensio´ totalment ramificada de grau (q − 1)qn−1.
2. Tenim un isomorfisme entre (OK/(ωn))× ' Gω,n.
3. ω e´s una norma en Kω.
Per a que sigui me´s visual dibuixem l’esquema, on a cada pas estem afegint la torsio´ del grup formal, que
en el cas de Qp, coincideix amb afegir les arrels q-e`ssimes de la unitat.
Kω
. . .∣∣∣∣q
K2∣∣∣∣q
K1∣∣∣∣q−1
K
Demostracio´. Prenem x1 una arrel de f(X) diferent de zero. El seu polinomi mı´nim e´s X
q−1 + ω que e´s
ω-Eisenstein, per tant l’extensio´ K(x1)/K e´s totalment ramificada i te´ grau q − 1.
Aix´ı podem anar construint la torre d’extensions Eisenstein afegint, en el pas n-e`ssim, una arrel del polinomi
f(X) − xn−1 que sera` xn−1-Eisenstein, prenent xi com el nou uniformitzador a cada pas9. Tindrem les
extensions K(x1, . . . , xn)/K(x1, . . . , xn−1) que tenen grau q.
Aquests elements compliran que f(x1) = 0 i f
n(xn) = f
n−1(f(xn)) = fn−1(xn−1) = · · · = f(x1) = 0.
Aix´ı pensem ara Gω,n = Gal(K
n/K) com un subgrup del sime`tric sobre Enf i per tant com un subgrup de
Aut(Enf ) = (OK/(ωn))× que te´ (q − 1)qn−1 elements 10. Amb aixo` podem veure que K(x1, . . . , xn) = Kn
veient que tenen el mateix grau
(q − 1)qn−1 = [K(x1, . . . , xn) : K] ≤ [Kn : K] = |Gal(Kn/K)| ≤ (q − 1)qn−1
Aquesta ultima igualtat demostra la segona part del teorema. Ara provem que els elements xn que hem pre`s
tenen norma ω. Primer vegem que el seu polinomi mı´nim e´s hn = g ◦ fn−1 on g(X) = Xq−1 + ω complint
hn(xn) = hn1(xn−1) = · · · = g(x1) = 0. Te´ grau el producte de tots els graus de la composicio´ que e´s
(q − 1)qn−1 i per tant ha de ser el mı´nim. Sabent aixo`
NmKn/K(xn) = (−1)(q−1)q
n−2
ω
que val q quan n ≥ 1.
Prenent el limits projectius obtendriem
O×K = lim←−(OK/(ω
n))× = lim←−Gal(K
n/K) = Gal(Kv,ω/K).
Amb aixo` ja tenim descrita l’extensio´ totalment ramificada maximal de K que denotarem per Ktr. Knr sera`
la no ramificada maximal i clarament Knr ∩Ktr = K. Definim la aplicacio´ segu¨ent
φω : K
× → Gal(KtrKnr/Kr)
9Un element que generi una extensio´ totalment ramificada sera` un uniformitzador.
10com a anell te´ pn elements dels quals pn−1 so´n invertibles
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definida sobre cada element per restriccio´ sobre cadascuna de les extensions. Ho farem de la segu¨ent manera
sobre a ∈ K× de la forma a = uωn
φω(a)∣∣Knr = FrobnK φω(a)∣∣Ktr = [u−1]f .
El que volem demostrar e´s que aquesta aplicacio´ coincideix amb la nostra aplicacio´ d’Artin i en particular
que KtrKnr = Kab. Endeme´s, que no depe`n de l’uniformitzador que agafem.
Lema 4.6. Sigui L/K una extensio´ algebraica i Lˆ la complecio´ de L respecte la valoracio´ indu¨ıda. Prenem
x ∈ Lˆ. Si x e´s separable i algebraic, aleshores x ∈ L.
Demostracio´. Prenem L′ = Lˆ ∩K. Prenem σ ∈ Gal(K/L) i veurem que fixa tambe´ L′, el qual usant teoria
de Galois ens donara` el resultat desitjat. Sigui x ∈ L′, que al ser de la complecio´ de L sera` limit de elements
xi ∈ L. Per tant, σ(xi) = xi i σ(x) sera` limit d’aquests elements i per ser una extensio´ algebraica i separable,
σ sera` cont´ınua i com a tal, σ(x) = x.
Teorema 4.7. El cos KtrKnr e´s independent de l’eleccio´ de l’uniformitzador, aix´ı com l’aplicacio´ φp.
Demostracio´. Prenem ω i pi dos uniformitzadors que es diferencien d’una unitat u, f ∈ Fω i g ∈ Fpi i h com
definida en la proposicio´ 4.10. Volem relacionar les arrels de f amb les de g.
FrobKv ◦h ◦ [ω]f = h ◦ [u]f ◦ [ω]f = h ◦ [pi]f = [pi]g ◦ h.
Aixo` ens do´na h(f(T ))q = g(h(T )), per tant si f(α) = 0 aleshores g(h(α)) = 0 11. Tambe´ si g(β) = 0 implica
f(h−1(β)) = 0. Per tant, h defineix una bijeccio´ entre les arrels de f (E1f ) i g (E
1
g). Amb aixo`
Kˆnrv (E
1
g) = Kˆ
nr
V (h(E
1
f )) ⊂ Kˆnrv (E1f ) = Kˆnrv (h−1(E1g)) ⊂ Kˆnrv (E1g).
Usant el lema anterior podem treure la condicio´ de completesa i obtenim Knr(E1g) = K
nr(E1f ). Un argument
molt semblant usant [ωn]f,g val per les arrels E
n
f .
Ara veiem que la aplicacio´ no depe`n de l’uniformitzador. En la part no ramificada, el valor de n no canvia
si variem l’uniformitzador. Nome´s falta veure-ho per Kv,ω. Siguin ω, pi els dos uniformitzadors anteriors. E´s
obvi que φω(ω) e´s la identitat. Volem veure que φpi(ω) tambe´ e´s la identitat. E´s suficient demostrar-ho per
x ∈ Kn per qualsevol n. Per tant, prenem h la bijeccio´ anterior i volem veure que
φpi(ω)(h(x)) = h(x)
o equivalentment, φpi(ω) = φpi(u
−1)φpi(pi) = τ1τ2.
φpi(ω)(h(x)) = τ1τ2(h(x)) =Lema 4.5 τ1(h(τ2(x))) =Prop 4.10 τ1(h([u]f (x))) = h(x).
Proposicio´ 4.12. Per tota n,m ∈ Z es te´
φω(x)∣∣KnKm = id
per tot x ∈ (1 + mnv )(ωm) on Km e´s la u´nica extensio´ no ramificada de grau m, donada per l’extensio´ dels
cossos residuals de grau m.
Demostracio´. Tenim x = upm
′
amb m′ ≥ m i u ∈ (1+mnv ). Prenem y ∈ Km, aleshores i y el seu representant
a km el cos residual.
φω(x)(y) = Frob
m′
K (y) = y
com que l’extensio´ te´ ine`rcia trivial aquest element de Galois tambe´ fixara` y.
Per l’altra part, y′ ∈ Kn que podem suposar que e´s un element de Enf . Apliquem φω sobre x i tenim
φω(x)(y
′) = [u]f (y′) = y′.
11Usant que h no te´ terme constant pel punt 1 de la proposicio´ 4.10.
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Corol·lari 4.1. Per tot x ∈ K×, φK(x)∣∣KωKnr = φω(x).
Demostracio´. Per tot n, ω e´s una norma a Kn com hem vist en el teorema 4.6. Per tant, φK(ω) e´s trivial
sobre Kn amb el qual φω(a)∣∣Kn = φKn . En el teorema anterior, prenent m = 1 tambe´ e´s veu que φω(ω) e´s
trivial. Endeme´s, en la part no ramificada, les imatges de l’uniformitzador actuen com el Frobenius en els
dos casos. Les aplicacions coincideixen per la unio´ ∪n≥1KnKnr = KtrKnr.
Lema 4.7. Per tota n,m ≥ 0 sigui Kn,m = KnKm. Aleshores, Nm((Kn,m)×) = (1 + mnv )(ωm).
Demostracio´. La proposicio´ 4.12 i el lema 4.8 ens diuen que si x ∈ (1 + mnv )(ωm), aleshores φK∣∣Kn,m actu´a
trivialment i x ∈ Nm((Kn,m)×). L’altra inclusio´ la veiem a trave´s l’equivalencia entre els graus
[K× : (1 + mnv )(ω
m)] = [O×K : 1 + mnv ][(ω) : (ωm)] = (q − 1)qnm = [Kn : K][Km : K] = [Kn,m : K]
Per tant tenim un isomorfisme de grups
φKn,m : K
×/Nm((Kn,m)×)→ Gal(Kn,m/K)
i per tant Nm((Kn,m)×) = (1 + mnv )(ω
m).
Al final d’aquest cap´ıtol, es poden trobar exemples d’aquests subgrups per a Qp.
Lema 4.8. Sigui L/K una extensio´ finita i Nm(L×) d’´ındex finit. Aleshores Nm(L×) e´s obert a K×.
Demostracio´. Per la proposicio´ 2.2, OL e´s compacte. i per tant tancat. Com que els unics elements que
tenen norma unitat so´n les unitats, podem construir la inclusio´
O×K/Nm(O×L ) ↪→ K×/Nm(L×).
En les valoracions discretes, els tancats d’index finit so´n oberts i Nm(O×L ) ho e´s. Nm(L×) conte´ un obert
d’index finit, per definicio´ d’obert tambe´ ho sera`.
Teorema 4.8. φK = φω i K
ab = KnrKtr.
Demostracio´. Sigui L/K una extensio´ abeliana finita. Sabem que K×/Nm(L×) ∼= Gal(L/K), per tant
Nm(L×) e´s d’´ındex finit i pel lema anterior tambe´ e´s obert. Per tant, haura` de contenir algun (1+mnK)(ω
m),
amb el qual L ⊂ Kn,m. Tambe´ tenim que el mapa d’Artin sobre LKn,m = Kn,m e´s exhaustiu i que φK(x) fixa
els elements de L, si i nomes si, pertany a Nm(L×). Si prenem el limit per totes les n,m obtindrem l’extensio´
Kv,ωK
nr i tambe´ unint totes les extensions abelianes obtenim Kab. Aixo` tambe´ implica φω = φK .
Teorema 4.9. Sigui N ⊂ Q×p un subgrup. N e´s de la forma Nm(L×) per alguna extensio´ finita abeliana,
si i nome´s si, N e´s d’index finit i obert.
Demostracio´. Ja sabem que els subgrups de norma so´n d’´ındex finit perque` els quocients estan en bijeccio´ amb
grups de Galois d’extensions finites. Usant el lema 4.8 tambe´ so´n oberts. Prenem ara N ⊂ K× d’´ındex finit i
obert. Per la demostracio´ del lema 4.7, sabem que existeixen n,m tals que Nm(Kn,m) = (1+mnv )(ω
m) ⊂ N .
Per tant, prenem L com el subcos de Kn,m fix per φKn,m/K(N). D’aqu´ı treiem que N e´s el nucli de
φK : K
× → Gal(L/K), per tant N = Nm(L×).
Ja tenim caracteritzades totes les extensions abelianes de K. En particular, tenim quina e´s l’extensio´ ci-
cloto`mica maximal. Sabem que en qualsevol cas, aquesta extensio´ e´s el resultat de afegir la ωn-torsio´ del
grup formal, que en el cas de Qp so´n les arrels pn-e`ssimes de la unitat, amb el qual Kab = Kcicl. Aixo` e´s el
teorema de Kroenecker-Weber en la seva versio´ local. De fet, podem trobar una analogia en el me`tode usat
aqu´ı i en la primera seccio´, ja que en ambdo´s casos hem afegit aquestes arrels.
El segu¨ent teorema demostra que el que hem fet no val per a les extensions no abelianes, e´s a dir que
mantindriem el mateix subgrup de norma, i per tant, no tindriem una bijeccio´ entre subgrups de norma i
extensions qualsevols.
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Teorema 4.10. (de limitacio´ de la norma) Sigui E una extensio´ de Qp qualsevol i L l’extensio´ abeliana
me´s gran continguda a E. Aleshores
Nm(E×) = Nm(L×).
Demostracio´. Usant les propietats de la norma NmE/K = NmE/L ◦NmL/K , veiem que NmE/K(E×) ⊂
NmL/K(L
×). Tambe´ tenim que el grup de Galois abelia` me´s gran dins de Gal(E/K) e´s Gal(L/K).
K/Nm(L×) ∼= Gal(L/K) ∼= Gal(E/K)ab ∼= K/Nm(E×).
Fent servir la inclusio´, ens do´na la igualtat.
Tambe´ podem caracteritzar la bijeccio´ que hem construit entre les extensions a trave´s d’un reticle de la
forma segu¨ent.
Teorema 4.11. Tenim un diagrama de la forma
L1L2 Nm(L1 ∩ L2)
L1
OO
L2
cc
Nm(L1)
OO
Nm(L2)
gg
L1 ∩ L2
OO ;;
Nm(L1L2)
77OO
Per veure l’equivale`ncia entre aquests diagrames cal demostrar les segu¨ents propuetats:
1. L1 ⊂ L2, si i nome´s si, NmL1/K(L×1 ) ⊃ NmL2/K(L×2 ).
2. NmL1L2/K((L1L2)
×) = NmL1/K(L
×
1 ) ∩NmL2/K(L×2 ).
3. Nm(L1∩L2)/K((L1 ∩ L2)×) = NmL1/K(L×1 ) NmL2/K(L×2 ).
Demostracio´. Una implicacio´ de (1) ja l’hem vista en l’anterior teorema. L’altra implicacio´ es veu compro-
vant que l’aplicacio´ que envia L a NmL/K(L×) e´s bijectiva.
Amb (1) tambe´ veiem que NmL1L2/K((L1L2)
×) ⊂ NmL1/K(L×1 ) ∩ NmL2/K(L×2 ). Altrament, prenem
a ∈ NmL1/K(L×1 ) ∩ NmL2/K(L×2 ) i aleshores φL1/K(a) = φL1/K(a) = 1. A me´s, l’aplicacio´ restriccio´ de
Gal(L1L2/K) a cadascu´n dels grups de Galois e´s injectiva. D’aqui treiem φL1L2/K(a) = 1 i amb aixo` ja
tenim (2).
Per veure l’u´ltim, n’hi ha prou amb pensar que L1 ∩L2 e´s la subextensio´ me´s gran que esta` en ambdues L1
i L2; i Nm(L1∩L2)/K((L1 ∩ L2)×) e´s el subgrup me´s petit que conte´ ambdo´s NmL1/K(L×1 ) i NmL2/K(L×2 ).
Un cop sabem aixo`, podem fer servir la bijeccio´ per obtenir el resultat desitjat.
4.5 Exemples de cossos de classe locals quadra`tics
Recuperem ara la seccio´ del cap´ıtol 2 on parlavem de les extensions quadra`tiques de Qp. Hem vist que
per p > 2 tenim tres extensions quadra`tiques, de les quals nome´s una e´s no ramificada. D’acord amb el
desenvolupament teo`ric que hem fet en aquesta seccio´, haur´ıem de trobar 3 subgrups de Q×p que tinguin
ı´ndex 2.
Per fer aixo` descomponem Q×p .
Q×p ∼= Z× Z×p ∼= Z× 1 + pZp × Z/(p− 1)Z
Cada tros de la descomposicio´ te´ un subgrup d’´ındex 2.
1. El primer e´s 2Z× 1 + pZp×Z/(p− 1)Z. Com que l’uniformitzador p no sera` trivial quan fem quocient
per aquest subgrup, i va a l’element de Frobenius en el cos de classe corresponent, aquest cos ha de ser
l’extensio´ no ramificada. En el cas de p = 5, e´s Q5(
√
2).
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2. El segon subgrup e´s Z× 1 + pZp ×U on U e´s un subgrup c´ıclic d’ordre p−12 , de manera que en aquest
es correspon amb afegir una arrel del propi uniformitzador, per tant, quan p = 5, correspon al subgrup
Q5(
√
5).
3. L’u´ltim subgrup correspon als elements de la mateixa paritat a Z i Z/(p − 1)Z. Per exemple, els
elements (1, 1), (2, 2), . . . , (p− 1, 0), . . . . En el nostre exemple correspon al cos de classes Q(√10).
En el cas de p = 2, tenim la descomposicio´
Q×2 ∼= Z× Z/2Z××1 + 4Z2
i hem de trobar 7 subgrups, tres d’ells so´n els subgrups d’ordre dos en cada factor de la descomposicio´.
1. L’extensio´ no ramificada s’associa al subgrup 2Z× Z/2Z××1 + 4Z2, i correspon a Q2(
√
2).
2. Per a la resta d’extensions, partim de les dues extensions disjuntes Q2(
√
2),Q2(
√
3) que corresponen
als subgrups d’ordre 2 obtinguts a partir de cada factor de la descomposicio´ Z/2Z i 1 + 4Z2. Les que
falten les podem construir a partir d’aquestes.
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5 Teoria global de cossos de classe
L’objectiu d’aquesta seccio´ e´s obtenir els resultats cla`ssics de la teoria de cossos de classe. Als apartats
anteriors, ens hem servit de les propietats algebraiques i topolo`giques dels cossos locals, com la seva topologia
o el fet que nome´s tenen un ideal primer. Ara, ens proposem a pensar els mateixos resultats per a cossos de
nombres, e´s a dir, extensions finites de Q, per tant, el primer que volem veure e´s com es pot sintetitzar la
informacio´ dels seus ideals primers, en termes dels valors absoluts.
Sigui K un cos de nombres. Definirem com una plac¸a una classe d’equivale`ncia de valors absoluts en aquest
cos. Tenim tres tipus de classes d’equivale`ncia:
1. Direm que una plac¸a e´s finita si prove´ d’un valoracio´ respecte un ideal primer. Per exemple, prenent
p ∈ Z, vp e´s d’aquest tipus.
2. Direm que una plac¸a e´s infinita real si prove´ d’una immersio´ del cos dins R. Per exemple, el valor
absolut habitual a Q.
3. Direm que una plac¸a e´s infinita complexa si prove´ d’una immersio´ del cos dins de C. En aquest cas
venen en parells d’immersions complexes conjugades. Per exemple, la immersio´ trivial a Q(i) i la seva
conjugada.
Es pot demostrar un ana`leg al teorema d’Ostrowski per a qualsevol cos de nombres, veient que qualsevol
valoracio´ no trivial en un cos de nombres provindra` d’alguna d’aquests tres tipus. Direm que un ideal primer
pertany a un conjunt de places S si el valor absolut indu¨ıt per la seva valoracio´ apareix en alguna de les
classes d’equivale`ncia de S.
5.1 El grup de classes de S
Definicio´ 5.1. Sigui IK el conjunt d’ideals fraccionaris de K. Sigui S un conjunt finit de places del cos.
Definim, ISK com el subgrup de IK generat pels ideals primers que no esta`n a S.
E´s a dir, tot ideal a ∈ ISK s’escriu com a = pn11 pn22 . . . pnss amb pi /∈ S i ni ∈ Z. Tambe´ podem identificar-lo
amb el grup lliure generat per les places de K que no apareixen a S.
Definicio´ 5.2. Altrament, podem definir dins ISK els seus ideals principals com el subgrup
KS =
{
a ∈ K× | (a) ∈ ISK
}
= { a ∈ K× | ordp(a) = 0 per tot p ∈ S }.
Exemple 5.1. Sigui n ∈ Z. Prenem com a S el conjunt de primers que divideixen n. El grup QS so´n les
fraccions rs tals que mcd(s, n) = mcd(r, n) = 1.
Lema 5.1. Donat un cos K i un conjunt finit de places S, tenim la successio´ exacta de grups
0→ O×K → KS → ISK → C → 0,
on C e´s el grup de classes.
Demostracio´. La primera fletxa e´s una inclusio´ injectiva. En la segona, l’ideal total pot ser representat per
qualsevol unitat. En la tercera, l’element neutre de C e´s la classe dels ideals fraccionaris principals, e´s a dir,
els (α) amb α ∈ KS . Prenem ara a ∈ C, el qual podem suposar que e´s enter 12. Per tant, a s’escriu com
a =
∏
p∈S p
n(p)b amb b ∈ ISK . Per cada p ∈ S prenem ωp un uniformitzador de la localitzacio´ en aquest
primer. Usant el teorema xine`s del residu, existeix a ∈ OK complint
a ∼= ωn(p)p mod pn(p)+1
per cada p ∈ S. Amb aixo` tenim que (a) = a = ∏p∈S pn(p)b′ amb b′ ∈ ISK . Per tant, a−1a ∈ ISK i representa
la mateixa classe al grup C.
12En cas contrari, escrivim un ideal qualsevol a = b
c
amb b, c ideals enters, de manera que per tot c ∈ c, a(c) = b
c
(c) e´s enter
i representa la mateixa classe que a.
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Definicio´ 5.3. Un modulus a K e´s una aplicacio´:
m : {places de K } → Z
complint les tres condicions segu¨ents
1. m(p) = 0 excepte per un nombre finit de places.
2. m(p) = 0, 1 si p e´s infinita real.
3. m(p) = 0 si e´s infinita complexa.
Podem pensar un modulus com un producte finit de places de la forma.
m =
∏
p
pm(p)
Direm que un modulus m =
∏
p p
m(p) divideix a un altre n =
∏
p p
n(p) si per a tota plac¸a. p m(p) ≤ n(p).
En particular un primer p tal que m(p) > 0 divideix el modulus m. Denotarem per S(m) el conjunt de places
que divideixen m.
Definicio´ 5.4. Sigui m un modulus en un cos K, i definim com Km,1 el conjunt dels a ∈ K× que compleixen.
1. ordp(a− 1) ≥ m(p) en totes les places que divideixin m.
2. |a|p > 0 en les places infinites reals.
Notem si a ∈ Km,1, ordp(a− 1) > 0 = ordp(1).
ordp(a) = ordp(a− 1 + 1) = min(ordp(a− 1), ordp(1)) = 0
Llavors a no pertany a cap dels ideals que divideixen m, o el que e´s el mateix, (a) ∈ IS(m)K . Per tant, podem
construir l’aplicacio´
i : Km,1 ↪→ IS(m)K
que envia a, un element del cos, a (a), un ideal fraccionari que no dividira` el modulus.
Amb aixo` podem construir un ana`leg al grup de classes pero` nome´s per a un nombre finit de places. Aquesta
construccio´ ja e´s representativa de la teoria que volem construir: agafant un nombre de places finit, el nostre
cos es podra` pensar com un producte de cossos locals.
Definicio´ 5.5. Definim el grup de classes d’un modulus o grup de classes radial com CK,m = I
S(m)
K /i(Km,1)
Aquesta definicio´ transforma la successio´ de lema 6.1 en una nova successio´.
Lema 5.2. Sigui m un modulus. Tenim la successio´ exacta
0→ U/Um,1 → Km/Km,1 → CK,m → CK → 0,
on Km = K
S(m) = { a ∈ K× | ordp(a) = 0 per p divideix m }, U = O×K i Um,1 = U ∩Km,1.
Demostracio´. La primera injeccio´ e´s trivial donat que si un element e´s unitat de l’anell d’enters del cos, el
seu ordre e´s 0 en totes les places, per tant U ⊂ Km.
La segona aplicacio´ la veiem prenent un element x ∈ Km/Km,1 que vagi a la classe trivial al grup Cm. Per
tant, tambe´ pertany a la classe trivial a Km/Km,1, x = 1. I aquesta classe e´s imatge de la classe del 1 a
U/Um,1.
Per a la tercera i la quarta hem de considerar la inclusio´ iI : I
S(m)
K ↪→ IK , que e´s exhaustiva i es transforma
en una inclusio´ iC : CK,m ↪→ C.
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5.2 Formulacio´ cla`ssica amb ideals
Tal i com hem vist a la seccio´ 1.3, per a cada extensio´ L/K i un primer p de K no ramificat, tenim un u´nic
element σ =
(
p
L/K
)
, complint les condicions σ(P) = P i σ(x) = xN(p) mod p. Aixo` ens permet definir el
mapa d’Artin global.
Teorema 5.1. (Mapa d’Artin global) Donat un modulus m, existeix un morfisme
ΨL/K : I
S(m)
K → Gal(L/K)
complint que ΨL/K(p
n1
1 . . . p
ns
s ) =
∏s
i=0
(
pi
L/K
)ni
.
Demostracio´. L’existe`ncia d’aquesta aplicacio´ e´s consequ¨e`ncia de l’existe`ncia de l’element de Frobenius quan
l’extensio´ no ramifica.
Aquesta aplicacio´, igual que en el cas local, s’este´n a trave´s de la norma. Primer hem de definir norma per
al cas d’ideals. Com abans, sigui f el grau de l’extensio´ finita de cossos residuals. La norma d’un ideal a L
e´s
NmL/K(P) = p
f .
En particular per a P = (α), NmL/K((α)) = (NmL/K(α)).
Teorema 5.2. Sigui L/K una extensio´ abeliana, i K ′ un cos intermedi. Aleshores el segu¨ent diagrama
commuta
I
S(m)
K′
ΨL/K′//
NmK′/K

Gal(L/K ′)
i

I
S(m)
K
ΨL/K// Gal(L/K)
.
Amb aquest teorema ens demostra que NmL/K(I
S
L) cau dins el nucli del mapa d’Artin, per tant hi haura`
una aplicacio´
ΨL/K : I
S(m)
K /Nm(I
S(m)
L )→ Gal(L/K).
Pero` donat que el grup inicial no e´s necessa`riament finit, no tenim de manera trivial un isomorfisme.
El teorema central de la teoria de cossos de classe do´na les condicions per a que la aplicacio´ sigui un
isomorfisme.
Teorema 5.3. (Llei de reciprocitat) Sigui L/K una extensio´ abeliana i S el conjunt de primers que rami-
fiquen en l’extensio´. Aleshores existeix un modulus m tal que S = (m), i un isomorfisme definit a partir de
l’aplicacio´ d’Artin 13
ΨˆL/K : I
S(m)
K /i(Km,1) NmL/K(I
S(m)
L )→ Gal(L/K).
Als subgrups de la forma H = i(Km,1) NmL/K(I
S(m)
L ), que queden encabits entre els ideals fraccionaris del
modulus i els ideals principals els anomenem subgrups de congrue`ncia:
i(Km,1) ⊂ H ⊂ IS(m)K .
Tambe´ val a dir que si un modulus satisfa` aquest teorema, tots els que tinguin exponents me´s grans en els
seus primers tambe´ valdran.
Definicio´ 5.6. Donat un primer p en l’extensio´ L/K existeix un exponent f(p) tal que en qualsevol altre
modulus on s’apliqui el teorema anterior f(p) ≤ m(p): el modulus Cf = m∞
∏
pf(p). A aquest modulus
l’anomenem conductor.
En altres paraules, donada una extensio´, construim un modulus i un subgrup de congruencia. Pero` per a
que la construccio´ valgui en les dues direccions tambe´ hem de saber construir una extensio´ donat un subgrup
de congruencia d’un modulus.
13Quan ens referim a (m) ideals en L, ens referim a aquells que estiguin per sobre d’ideals de S(m) en K
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Teorema 5.4. (Teorema d’existe`ncia) Per cada subgrup de congrue`ncia H d’un modulus m, existeix una
extensio´ abeliana finita L/K tal que H = i(Km,1) NmL/K(I
S(m)
L ).
En particular podem prendre el subgrup de congrue`ncia mı´nim i(Km,1) i per tant l’aplicacio´ d’Artin estara`
definida sobre el grup de classes radial CK,m.
Definicio´ 5.7. L’extensio´ L/K finita abeliana que val per a aquest subgrup s’anomena cos de classes radial.
En particular per al modulus m = 1, l’anomenem cos de classes de Hilbert i coincidira` amb l’extensio´ no
ramificada maximal.
Aquesta notacio´ no e´s la que usarem per demostrar els resultats, pero` s´ı que` e´s me´s fa`cil extreure d’aqu´ı el
teorema de Kroenecker-Weber en la seva versio´ per a cossos de nombres.
Corol·lari 5.1. Siguin L,M dues extensions abelianes de K. Aleshores L ⊂ M , si i nome´s si, existeix un
modulus m, dividit per tots els primers que ramifiquen a M o a L, complint
i(Km,1) ⊂ Ker(ΨM/K,m) ⊂ Ker(ΨL/K,m).
Demostracio´. En una direccio´, suposem que L ⊂ M , aleshores l’aplicacio´ restriccio´ funciona a nivell de
grups de Galois r : Gal(M/K)→ Gal(L/K). Per la llei de reciprocitat existira` algun modulus m on els dos
nuclis Ker(ΨL/K,m),Ker(ΨM/K,m) so´n subgrups de congrue`ncia. Usant la definicio´ que hem pres d’aplicacio´
d’Artin es pot veure que ΨL/K = r ◦ΨM/K , amb el qual Ker(ΨM/K,m) ⊂ Ker(ΨL/K,m).
En l’altra direccio´, podem pensar l’aplicacio´ d’Artin restringida a M : Ψm → Gal(M/K). Prenem H ⊂
Gal(M/K) la imatge de Ker(ΨL/K,m). Prenem Lˆ l’extensio´ dels elements de M fixos per H de manera que
K ⊂ Lˆ ⊂M . Aixo` tambe´ ens diu que Ker(ΨL/K,m) = Ker(ΨLˆ/K,m). Aleshores, per l’unicitat en el teorema
d’existe`ncia, L = Lˆ ⊂M .
Exemple 5.2. PrenemQ(ζm)/Q l’extensio´ cicloto`mica m-e`ssima, i m el modulus que conte´ les places infinites
reals i les finites que divideixen m. Aleshores, l’aplicacio´ d’Artin
ΨQ(ζm)/Q : I
S(m)
Q → Gal(Q(ζm)/Q) ∼= (Z/mZ)×.
De fet, podem veure que la imatge d’un ideal ab que estigui en el modulus (per tant que a, b siguin coprimers
amb m) sera` la classe de [a][b] a (Z/mZ)
×. Amb aixo` veiem que ab − 1 divideix m i per tant el seu ordre en
totes les places finites del modulus e´s positiu, i per suposat en la u´nica plac¸a infinita e´s positiu, e´s a dir
a
b ∈ i(Km,1), que ens diu que Ker(ΨQ(ζm)/Q,m) = i(Km,1).
Igualment, si ens donen un modulus m a Q, l’extensio´ cicloto`mica m-e`ssima, on m e´s el producte de tots els
primers que representen les places finites de m ens donara` un bon comportament de l’aplicacio´ d’Artin.
Corol·lari 5.2. (Kroenecker-Weber) Tota extensio´ abeliana de L/Q esta` continguda en una extensio´ ci-
cloto`mica.
Demostracio´. Per la llei de reciprocitat, existeix un modulus de manera que i(Km, 1) ⊂ Ker(ΨL/K). Pero`,
com ja hem vist en l’exemple anterior, podem construir un m de manera que l’extensio´ cicloto`mica m-e`ssima
Q(ζm) doni Ker(ΨQ(ζm)/Q,m) = i(Km,1) ⊂ Ker(ΨL/Q,m).
5.3 Formulacio´ ide`lica
No entrarem en les proves cla`ssiques d’aquests teoremes ja que requereixen nombrosos requisits te`cnics basats
en les propietats anal·l´ıtiques de les L-se`ries. Aquestes proves van ser donades al segle passat per matema`tics
com Takagi, Hecke o el mateix Emil Artin Janusz, ANF, 2. A me´s, so´n anteriors a la idea introdu¨ıda per
Hasse de recuperar els resultats per a cossos globals les lleis de reciprocitat local. Aquest esquema e´s el que
s’ha seguit en aquesta monografia, pero` per a que sigui viable demostrar els anteriors resultats per aquest
camı´ s’ha d’indroduir una notacio´ nova.
Un dels problemes amb els quals ens trobem a l’hora de voler estendre les nocions locals e´s que a prori no
tenim cap equivale`ncia topolo`gica entre un cos global i el producte de les seves places. Als cap´ıtols anteriors
ha passat desaparcebut que al donar un isomorfisme entre K× i el grup de Galois de l’extensio´ abeliana
maximal, tambe´ donavem una relacio´ entre les topologies a ambdo´s costats: en un cas, la topologia del cos
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local, i en l’altre, la topologia de Krull, que en el cas finit e´s la topologia discreta. Ambdues topologies
conservaven la compacitat local, propietat definito`ria dels cossos locals.
Per contra, si pretenem escriure un cos global com a producte infinit de les places K× =
∏
vK
×
v , perdem
aquesta propietat en el producte. Per tant, el primer que necessitem e´s un espai prou bo en el qual conservar
la compacitat local i alhora la idea d’un cos com a producte de les seves places. Comenc¸arem per definir un
espai topolo`gic prou bo en el qual es mantinguin aquestes propietats.
Lema 5.3. Sigui
(
Xi
)
una col·leccio´ d’espais topolo`gics Hausdorff i localment compactes indexats per un
conjunt d’´ındex arbitra`ri I. Aleshores, l’espai X =
∏
i∈I Xi e´s localment compacte, si i nome´s si, llevat d’un
nombre finit, els espais Xi so´n compactes.
Demostracio´. Sabem que la projeccio´ pi : X → Xi e´s continua per tot i ∈ I. Escollim un subconjunt finit
E ⊂ I, i per cada i ∈ E, prenem un subconjunt Ui ⊂ Xi. Amb aixo` definim el rectangle
R(Ui) =
∏
i∈E
Ui ×
∏
i/∈E
Xi
que sera` obert o tancat, en funcio´ de si ho so´n els Ui. La topologia producte es defineix com a unions de
rectangles oberts. Si l’espai e´s localment compacte, existiran rectangles oberts que serveixin com a entorn de
qualsevol punt, amb adhere`ncia compacta. Projectant sobre l’adhere`ncia obtindrem que llevat d’un nombre
finit, tots els Xi han de ser compactes. En l’altra direccio´ si que podem aplicar el teorema de Tychonoff que
ens diu que el producte de compactes sera` compacte.
Definicio´ 5.8. Sigui Xi una col·leccio´ d’espais topolo`gics com els del teorema anterior, i Ki una col·leccio´
de compactes oberts en cada espai topolo`gic. El producte restringit dels Xi respecte Ki es defineix com:∏ˆ
i∈I
Ki
Xi = {(xi) ∈
∏
i∈I
Xi | xi ∈ Ki llevat d’un nombre finit}.
Servint-nos del lema anterior podem demostrar la compacitat local del producte restringit.
Proposicio´ 5.1. Si els Xi so´n localment compactes, aleshores el producte restringit
∏ˆ
i∈IXi e´s localment
compacte.
Demostracio´. Prenem x ∈ ∏ˆi∈IXi i E el conjunt finit de xi que no esta`n en Ki. En aquests punts, prenem
un entorn compacte Ui. Aleshores,
∏
i∈E Ui ×
∏
i/∈E Ki e´s un entorn compacte del punt.
Passem ara en un cos K i totes les seves valoracions v, anomenant Kv a les completacions respecte aquestes
valoracions.
Definicio´ 5.9. L’anell ade`lic o ade`le d’un cos respecte totes les seves valoracions es defineix com
AK = {(xv) ∈
∏
v
Kv | xv ∈ OKv llevat d’un nombre finit}.
Exemple 5.3. Podem pensar en Q com el producte restringit de totes les seves places. L’anell ade`lic
corresponent seria
AQ =
∏ˆ
p∈SQp
on S e´s el conjunt de places donades pel teorema d’Ostrowski.
Els anells ade`lics dels cossos de nombres mantenen la propietat de compacitat local ja que Qp te´ aquesta
propietat. Com que la llei de reciprocitat l’hem definida sobre el grup multiplicatiu de cada cos local, ens
interessara` pensar en el grup de les unitats d’aquest anell.
Definicio´ 5.10. El grup d’ide`les d’un cos K e´s el grup de les unitats de l’anell ade`lic, o equivalentment
IK = {(xv) ∈
∏
v
K×v | xv ∈ O×Kv llevat d’un nombre finit}.
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La topologia del grup d’ide`les s´ı que compleix aquelles propietats que desitgem. Per exemple una base
d’oberts e´s
∏
v Uv on Uv e´s un obert de K
×
v i e´s O×K per a quasi be´ totes les places. Per determinar IK com
a grup topolo`gic, donem una base d’entorns de l’element neutre 14 que seria per a cada conjunt S de places:
U(S, ) = { (av) ∈ IK | |av − 1|v < , v ∈ S |av|v = 1 v /∈ S}.
Tambe´ hem de construir alguna equivale`ncia entre aquest grup d’ide`les i els ideals fraccionaris a trave´s d’un
morfisme exhaustiu:
i : IK → IK
de manera id[(av)] =
∏
v p
ordv(av) que te´ per nucli l’ide`le de les places infinites.
D’alguna manera, hem de conservar tambe´ la idea d’ideals principals. Per fer aixo`, injectem el grup K dins
el grup d’ide`les a trave´s del morfisme
D : K× → IK
D(a) = (a, a, . . . ) en cada plac¸a. Esta` ben definit, ja que apareixen un nombre finit de places al descomposar
a en factors irreductibles i e´s injectiu.
Definicio´ 5.11. Definim el grup de classes ide`lic com CK = IK/D(K×).
Definicio´ 5.12. Sigui L/K una extensio´ de cossos de nombres. Siguin w, v places de L,K respectivament.
Direm que la plac¸a w esta` per sobre de v si la restriccio´ de qualsevol dels valors absoluts de w a K e´s un
valor absolut de v.
A efectes pra`ctics, en les places finites, direm que w esta` per sobre de v si l’ideal primer corresponent a w
de L divideix a l’ideal primer corresponent a v. En el cas de les places infinites, direm que una plac¸a per
sobre d’una altra si les immersions corresponents esta`n contingudes l’una en l’altra.
Definicio´ 5.13. Sigui L/K una extensio´ de Galois. Definim la norma ide`lica de a = (aw) ∈ IL com
NmL/K(a) = ,
de manera que en una plac¸a p de K, bv =
∏
w|v NmLw/Kv (aw).
Aix´ı, tenim que el diagrama
L× //
NmL/K

IL
NmL/K

id // IL
NmL/K

K× // IK
id // IK
commuta i es pot transformar en un diagrama entre els grups de classes i els grups de classes ide`lics.
A me´s, la inclusio´ dins el grup de classes ide`lic tambe´ ens do´na un diagrama commutatiu de la forma segu¨ent:
0 // L× //
NmL/K

IL
NmL/K

// CL
NmL/K

// 0
0 // K× // IK // CK // 0
.
Podem aplicar el lema de la serp per trobar una isomorfisme entre els ide`les al fer quocient per els subgrups
de norma: IL/K×Nm(IK) ∼= CK/Nm(CL).
La notacio´ ide`lica fa me´s fa`cil pensar l’aplicacio´ d’Artin en el cas global com un producte dels casos locals.
Per exemple, si en l’extensio´ L/K tenim una plac¸a w en L per sobre d’una altra v a K, podrem aplicar els
resultats del cas local per trobar una aplicacio´ d’Artin de la forma
φv : K
×
v → Gal(Lw/Kv).
A me´s podem provar que aquesta aplicacio´ no depe`n de l’eleccio´ del valora absolut en la plac¸a w. En
particular, el subgrup Gal(Lw/Kv) equival al subgrup de descomposicio´ que denotarem com Dw.
14Recordem que en un grup topolo`gic, n’hi ha prou amb donar una base d’entorns d’un sol element ja que les traslacions so´n
aplicacions cont´ınues.
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Proposicio´ 5.2. Existeix un u´nic morfisme continu φK : IK → Gal(Kab/K) amb la propietat de que per
qualsevol L ⊂ Kab i qualsevol plac¸a w sobre una altra v el segu¨ent diagrama
K×v
φv//

Gal(Lw/Kv)

IK
φv|L// Gal(L/K)
commuta.
Demostracio´. L’existe`ncia d’aquest morfisme la veiem, igual que en l’altra formulacio´, a trave´s de l’existe`ncia
dels morfismes en les subextensions finites, que veurem en les proves dels pro`xims resultats. Aix´ı, l’aplicacio´
es definira` a trave´s de les aplicacions locals que hem vist en la seccio´ anterior, en cada plac¸a.
Teorema 5.5. (Llei de reciprocitat en termes d’ide`les) El morfisme φK : IK → Gal(Kab/K) te´ les segu¨ents
propietats.
1. φK(K
×) = 1.
2. Per a qualsevol extensio´ abeliana finita L/K, φK defineix un isomorfisme
φL/K : IK/(K×Nm(IL))→ Gal(L/K).
Teorema 5.6. (Teorema d’existe`ncia en termes d’ide`les) Fixada una clausura algebraica Kal del cos K,
per a qualsevol subgrup obert d’index finit N ⊂ CK , existeix una u´nica extensio´ abeliana L/K de manera
que N = NmL/K(CL).
5.4 Equivalencia entre les dues formulacions
El propo`sit d’aquesta seccio´ e´s mostrar que les dues formulacions que hem presentat de la teoria global de
cossos de classe so´n equivalents, algebraica i topolo`gicament. Per aixo`, e´s necessari veure que donada una
aplicacio´ ψ : IS → G com les de la formulacio´ cla`ssica, podem construir una en termes dels ide`les de la
forma φ : Im → G. No nome´s aixo`: tambe´ volem veure que les propietats topolo`giues que permeten, en
la formulacio´ ide`lica, pensar en el cas global com a consequ¨e`ncia del cas local, tambe´ es mantenen en la
formulacio´ cla`ssica. En altres paraules, que la aplicacio´ ψ mencionada anteriorment e´s cont´ınua, tambe´ ho
e´s la corresponent φ, i viceversa. Per a fer tot aixo`, necessitem unes quantes definicions preeliminars.
Definicio´ 5.14. Donat un modulus m, per a cada p que el divideixi podem definir com a entorn de l’1 els
conjunts:
Wm(p) =
{
R>0 p real
1 + pˆm(p) p finit
.
Definicio´ 5.15. Definim el grup d’ide`les d’un modulus m com:
Im =
(∏
p|m
K×v ×
∏
p-m
Wm(p)
)
∩ IK .
Definicio´ 5.16. Definim el grup d’ide`les d’unitats d’un modulus m com:
Wm =
∏
p-m p infinit
K×v ×
∏
p|m
Wm(p)×
∏
p-m p finit
Up.
on Up so´n els entorns oberts de l’1 en el cos local.
Aquestes definicions ens permeten veure Km,1 en termes dels entorns de l’1 en el cos, i depenent del modulus.
E´s a dir,
Km,1 = K
× ∩
∏
p|m
Wm(p)
i per tant
Km,1 = K
× ∩ Im.
Tambe´ donen lloc a una caracteritzacio´ del grup de classes radial d’un modulus Cm.
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Proposicio´ 5.3. La identitat id : Im → IS(m) defineix un isomorfisme
Im/Km,1Wm ∼= Cm.
Demostracio´. Tenim una inclusio´ trivial de Km,1 dins Im i una identificacio´ entre Im i IS(m). Per tant,
escrivim aquestes aplicacions de manera
Km,1 → Im → IS(m)
i apliquem el lema nucli-conucli. Sabem que el conucli de la primera aplicacio´ e´s Im/Km,1 i el de la composicio´
e´s Cm. Tambe´ sabem que la primera aplicacio´ e´s injectiva. Nome´s ens falta veure que el nucli de la segona
aplicacio´ e´s Wm i ja tindrem factoritzada l’aplicacio´ de la forma
Wm → Im/Km,1 → Cm → 0.
Prenem un element a ∈ Im que vagi a l’element neutre de IS(m). Aleshores, en els primers que no estiguin
a m, aquest element generara` l’ideal total, per tant estara` a O×p . En al resta de primers que s´ı que estiguin
a m tindra` valoracio´ positiva m(p) (i aixo` tambe´ funcionaria en el cas infinit) i per tant estara` a 1 + pm(p).
Aquest argument tambe´ valdria per a veure l’altra inclusio´.
Proposicio´ 5.4. La inclusio´ i : Im → IK defineix un isomorfisme
Im/Km ∼= IK/K×
Demostracio´. Partim de la inclusio´ Im ↪→ I passa el quocient a I/K× de manera que el nucli e´s K× ∩ Im =
Km,1. Per tant, tenim una aplicacio´ injectiva
Im/Km,1 ↪→ I/K×
Ens falta veure que tambe´ e´s exhaustiva. Prenem a = (av) ∈ I. Usant el teorema d’aproximacio´ de`bil
(2.2), i que el conjunt de primers que divideixen m e´s finit, podem prendre b ∈ K prou proper a av per
totes les places que divideixin m. Podem escollir aquest b de manera que avb estigui prou proper de 1, o en
altres paraules, que estigui en un entorn prou petit garantint avb ∈Wm(p). En les places reals tambe´ podem
garantir el signe. Per tant, ab te´ per imatge el nostre element ide`lic inicial a.
Definicio´ 5.17. Sigui S un conjunt finit de places que conte´ les places infinites de K, i sigui G un grup
abelia` finit. Diem que un morfisme
ψ : IS → G
admet un modulus si existeix un modulus m tal que ψ(i(Km,1)) = 1.
Proposicio´ 5.5. Si ψ : IS → G admet un modulus, aleshores existeix un u´nic morfisme tal que:
1. φ e´s cont´ınua (prenent G amb la topologia discreta).
2. φ(K×) = 1.
3. φ(a) = ψ(id(a)), en tots els (av) ∈ {av = 1 quan v ∈ S}.
A part, tot morfisme continu que compleixi la segona propietat, prove´ d’algun ψ.
Demostracio´. En cas que el morfisme inicial admeti un modulus podem identificar S amb S(m). Aix´ı, el
nostre e´s trivial a Km,1, el qual ens permet definir ψ : Cm → G. Definim ara l’aplicacio´ φ sobre I, usant les
proposicions anteriors i les projeccions sobre el quocient.
φ : I→ I/K× ∼= Im/Km,1 → Im/Km,1Wm ∼= Cm → G.
La u´ltima fletxa denota l’aplicacio´ ψ. La propietat 2 es compleix per haver definit φ com un pas al quocient.
La continu¨ıtat e´s consequ¨e`ncia de que qualsevol element de G, te´ per antiimatge un obert del tipus Wm(p).
Tambe´ veiem que en la propia definicio´, si prenem a ∈ Im, com que en cap cas aquest element passara a
ser trivial al quocient, tindrem φ(a) = ψ(a). Per provar que aquesta aplicacio´ φ ve´ u´nicament determinada
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per les propietats 1,2,3, hem de veure que els ide`les on coneixem el seu valor nome´s mirant les propietats,
ISK×, so´n densos en tot el grup I: donat a = (av) ∈ I, el teorema d’aproximacio´ de`bil ens permet prendre
un b ∈ K× que estigui prou proper a cada av amb v ∈ S. Aix´ı, ens podem construir un element a′ ∈ IS que
compleixi a′vb = av per tota v /∈ S. Per tant, a′b ∈ IS i e´s prou proper a a.
Ens falta comprovar que la propietat 2 e´s suficient per a que un morfisme continu φ provingui d’un com el
ψ. Com que hem pres la topologia discreta en G, sabem que el nucli e´s un obert que conte´ l’1. Per tant,
conte´ algun entorn U(S, ε) ⊂ Kerφ, per alguns S(finit),ε. Amb aixo`, prenem un modulus m que contingui
totes les places de S i que en els seus primers finits compleix 1 + pm(p) = Uv. Tambe´ ens cal que en les
seves places reals, la component connexa de Kv que contingui 1 sigui R>0. Aleshores, per a aquest modulus,
Wm esta` contingut en el nucli de φ. Per tant, partiem d’un morfisme φ : I → G, que fent servir la segona
propietat es restringeix a un altre morfisme φ : I/K× → G. Alhora, podem prendre com a domini Im/Km,1
i com ja hem dit Wm esta` en el nucli, i com a tal, passa a un morfisme en Im/Km,1Wm ∼= Cm. Nome´s ens cal
restringir-lo al morfisme exhaustiu de IS → Cm, que e´s com el ψ inicial i esta` un´ıvocament determinat.
Finalment ens caldria demostrar que, en els subgrups de norma ide`lics, tambe´ hi podem encabir subgrups
de la forma Wm. Milne, CFT, 5.4.
5.5 Cohomologia ide`lica
Si σ ∈ G i w e´s una valoracio´ en L per sobre d’una fixada v, σw sera` una nova valoracio´ per sobre de v
definida per |a|σw = |σ−1(a)|w. Amb aquests cossos tenim un diagrama commutatiu.
Lw
σ // Lσw
L
σ //
iw
OO
L
iσw
OO .
Per tant, podem pensar de manera simulta`nia en totes les places que queden per sobre d’una fixada v. El
que sera` verdaderament interessant sera` veure com actu´a el grup de Galois sobre totes les places de L.
Proposicio´ 5.6. Donades una valoracio´ v en un cos K i Kv la complecio´ respecte aquesta valoracio´, prenem
una extensio´ finita separable L/K i Lw totes les completacions tals que w esta` per sobre de v. Aleshores es
te´ l’isomorfisme
L⊗K Kv ∼=
∏
w|v
Lw
donat per la fo´rmula a⊗ b→ (iw(a)b)w on iw e´s la inclusio´ del diagrama anterior.
Demostracio´. Per comenc¸ar, prenem α ∈ L un element primitiu de l’extensio´ amb f el seu polinomi mı´nim.
Aquest polinomi descompon a Kv de la manera
∏
i fi(X). Amb aixo` podem construir la cadena d’isomor-
fismes
L⊗K Kv ∼= K[α]⊗K Kv ∼= Kv[X]/(f(X)) ∼=
∏
i
Kv[X]/(fi(X))
on l’isomorfisme del mig ve definit per p(α)⊗ βv → βvp(α).
El que hem de veure e´s en quins termes es do´na l’accio´ de Galois de G sobre L×.
Lema 5.4. Sigui a = (aw) ∈
∏
w|v Lw i σ ∈ G. La fo´rmula
σ(a) = (σ(aσ−1w))
converteix
∏
w|v Lw en un G-mo`dul. Altrament, compleix les propietats.
1. Els elements de la forma (a, . . . , a) amb a ∈ Kv queden fixos per G.
2. Per cada a ∈ L, σ(. . . , iw(a), . . . ) = (. . . , iw(σ(a)), . . . ).
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Demostracio´. L’u´nica part de la demostracio´ que suposa dificultat e´s la segona propietat. Veiem que
σ(a) = (σ(aσ−1w)) = σ(iσ−1wa) = (iw(σ(a))
usant la commutativitat del diagrama anterior.
Proposicio´ 5.7. Sigui w0 | v i Gw0 el seu grup de descomposicio´. Per a ∈
∏
w|v Lw i σ ∈ G, definim
fa(σ) = σ(aσ−1w). Aleshores fa ∈ IndGGw0 i l’aplicacio´ a→ fa e´s un isomorfisme entre∏
w|v
Lw → IndGGw0 .
El teorema tambe´ valdra` per altres G-mo`duls L×w0 i Uw.
Demostracio´. Si ρ ∈ Gw0 , aleshores ρ−1w0 = w0.
fa(ρσ) = ρσ(aσ−1ρ−1w0) = ρfa(σ)
Per tant fa ∈ IndGGw0 . A me´s, fa tambe´ actuara` com a morfisme de G-mo`duls.
τfa(σ) = fa(στ) = στ(aτ−1σ−1w0) = σ(τaσ−1w0) = fτa(σ)
Per veure la bijectivitat podem construir la seva inversa. Donada una f ∈ IndGGw0 (Lw0), construim af ∈∏
w|v Lw de manera que en la plac¸a w val a
f
w = σ(f(σ
−1)) prenent σ tal que w = σw0. Vegem que
efectivament actua com l’aplicacio´ inversa en els dos sentits:
faf (τ) = τ(a
f
τ−1w0
) = f(τ);
afaw = σ(fa(σ
−1)) = aw.
Proposicio´ 5.8. Per a tot r ≥ 0,
Hr(G,
∏
w|v
Lw) = H
r(Gw0 , Lw0).
Demostracio´. Per demostrar aixo` nome´s hem d’aplicar el lema de Shapiro:
Hr(G,
∏
w|v
Lw) = H
r(G, IndGGw0 (Lw0)) = H
r(Gw0 , Lw0).
Cal notar que l’isomorfisme pre`s e´s independent de l’eleccio´ de la plac¸a w0. En particular,
H0(G,
∏
w|v
Lw) = K
×
v .
Tambe´ cal dir que tenim resultats ana`legs per a les unitats Uv.
Aquests resultats ja ens permeten coneixer l’accio´ del grup de Galois sobre els ide`les, i per tant construir la
cohomologia dels ide`les com a suma directa de cadascuna de les places.
Proposicio´ 5.9. Per a tot r ≥ 0,
Hr(G, IL) =
⊕
v
Hr(Gv, L
×
v )
on L×v = L
×
w per una plac¸a qualsevol, i Gv e´s el grup de descomposicio´ en aquesta plac¸a.
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Demostracio´. Prenem un conjunt de places qualsevol S i IS,L =
∏
v∈S
∏
w|v L
×
w ×
∏
v/∈S
∏
w|v Uw. Es pot
demostrar que lim−→S H
r(G, IS,L) = Hr(G, IL). A partir d’aqu´ı, veiem que
Hr(G, IS,L) =
∏
v∈S
∏
w|v
Hr(Gv, L
×
v )×
∏
v/∈S
∏
w|v
Hr(Gv, Uv) =
∏
v∈S
∏
w|v
Hr(Gv, L
×
v )
sabent que la cohomologia de les unitats e´s nula com ja hem vist al lema 4.1.
Hr(G, IL) = lim−→
S
⊕
v∈S
Hr(Gv, L
×
v ) =
⊕
v
Hr(Gv, L
×
v ).
Aixo` ens permet veure que H1(G, IL) = 0 (usant el teorema 90 de Hilbert) i que H2(G, IL) =
⊕
v Z/nvZ,
on nv e´s el grau de l’extensio´ local Lv/Kv. Com que en la majoria de les places l’extensio´ local sera`
trivial, podrem calcular H2 de manera bastant expl´ıcita. De manera colateral tambe´ obtenim el quocient de
Herbrand h(IS) =
∏
v nv.
Amb aixo` ja tenim estudiada la cohomologia per als ide`les, que podrem calcular en funcio´ de les cohomologies
en cadascuna de les places. Tambe´ ens faltaria analitzar la cohomologia per a les unitats als ide`les.
Definicio´ 5.18. Sigui L/K una extensio´ finita amb grup de Galois G i S un conjunt finit de places de K que
conte´ les places infinites amb T les places que queden per sobre de S a L. Definim el grup de les T -unitats
U(T ) = {α ∈ L , | ordw(α) = 0 ∀w /∈ T}.
Proposicio´ 5.10. Sigui G grup de Galois d’una extensio´ L/K, amb les condicions dels resultats anteriors.
Aleshores h(U(T )) esta` definit i ve donat per la formula
nh(U(T )) =
∏
v∈S
nv
on n = [L : K] i nv = [Lv : Kv].
Demostracio´. Deixarem sense provar aquest u´ltim resultat, ja que requereix me´s contingut previ d’a`lgebra
commutativa. Milne, CFT, 7
5.6 Teoria de Kummer
Aquest inc´ıs sobre teoria de Kummer el farem servir en la segu¨ent seccio´ on veurem els resultats necessa`ris
per a poder definir la aplicacio´ d’Artin sobre el nostre cos.
Definicio´ 5.19. Diem que un grup de exponent n si gn = 1 per tots els seus elements. Diem que una
extensio´ de Galois L/K te´ exponent n si el seu grup de Galois te´ exponent n.
Ens referim a la teoria de Kummer d’un cos K com la construccio´ d’una bijeccio´ entre les extensions
d’exponent n i els subgrups de K×/K×n.
Sigui L/K una extensio´ finita de Galois. Tenim una successio´ exacta de la forma
1→ µLn → L× x→x
n
−−−−→ L×n → 1
on µLn so´n tots els elements que so´n arrels n-e`ssimes de la unitat a L.
Notarem com K× ∩ L×n/K×n el grup dels elements de K× que esdevenen pote`ncies n-e`ssimes a L. Podem
usar la cohomologia per passar a una nova successio´ de la forma
0→ µKn → K× x→x
n
−−−−→ K× ∩ L×n → H1(G,µLn)→ 0.
El 0 al final prove´ del teorema 90 de Hilbert. L’accio´ de G sobre les arrels de la unitat e´s trivial. Aleshores,
la successio´ anterior es pot transformar en un isomorfisme cano`nic
K× ∩ L×n/K×n ∼= Hom(G,µLn).
En particular, l’isomorfisme envia un element a ∈ K× ∩ L×n/K×n al morfisme que envia σ → σa
1
n
a
1
n
. Amb
aixo` tambe´ es pot veure que Hom(G,µLn) te´ ordre n, fet que necessitarem per al segu¨ent teorema que classifica
les nostres extensions.
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Teorema 5.7. L’aplicacio´ que envia l’extensio´ L al grup K×∩L×n/K×n e´s una bijeccio´ entre les extensions
d’exponent n de K i els subgrups finits de K×/K×n. L’aplicacio´ inversa la construim enviant un subgrup
B ⊂ K×/K×n a l’extensio´ K[B 1n ] que conte´ una arrel n-e`ssima de cada element de B.
Demostracio´. Sigui L/K una extensio´ finita d’exponent n. Definim B(L) = K× ∩ L×n. Podem veure la
inclusio´ L ⊃ K[B(L) 1n ].
x ∈ B(L) 1n ⇒ ∃a ∈ B(L) tal que a = xn ⇒ a ∈ L×n ⇒ x ∈ L.
Tambe´ tenim que per qualsevol subgrup B ⊂ K×/K×n es te´ la inclusio´ B(K[B 1n ]) ⊃ B.
x ∈ B → a ∈ B 1n tal que an = x⇒ x te´ una arrel n-e`ssima a K[B 1n ]⇒ x ∈ B(K[B 1n ]).
Ara podem argumentar amb els ı´ndex i els graus de manera que
[L : K] ≥ [K[B(L) 1n ] : K] = [B(K[B(L) 1n ]) : K×n] ≥ [B(E) : F×n].
Si l’extensio´ e´s d’exponent n, aleshores es te´ la igualtat amb els ı´ndex per tant L = K[B(L)
1
n ]. Ide`nticament,
prenem B ⊂ K×/K×n i prenem l’extensio´ L = K[B×] a la qual li podem aplicar l’isomorfisme anterior.
Usant la inclusio´ que ja ten´ıem es veu que la imatge de B e´s un subgrup Hom(G/H,µLn) ⊂ Hom(G,µLn).
Pero` tal i com hem definit l’isomorfisme, H contindra` tots els elements σ tals que σa
1
n
a
1
n
= 1 amb a ∈ B. Per
tant, σ fixara` els elements a
1
n , pero` aquests nome´s poden ser trivials. Per tant,
H = 1⇒ Hom(G/H,µLn) = Hom(G,µLn)⇒ B = B(E) = B(F [B
1
n ]).
Amb aquestes dues igualtats, tenim que la nostra aplicacio´ e´s una bijeccio´ que a me´s conserva l’´ındex i el
grau.
5.7 La primera desigualtat
El propo`sit de la segu¨ent seccio´ e´s mostrar la igualtat entre els ordres dels dos grups de l’aplicacio´ d’Artin per
veure que es pot definir com el producte de les aplicacions locals en cada plac¸a. Per tant, hem de demostrar
la igualtat
[IK : K×Nm(IL)] = [CK : Nm(CL)] = [L : K].
La primera desigualtat e´s [CK/Nm(CL)] ≥ [L : K]. Comenc¸arem a demostrar-la partint de l’esquema que ja
hem vist anteriorment.
0 // L× //
NmL/K

IL
NmL/K

// CL
NmL/K

// 0
0 // K× // IK // CK // 0
Aquest esquema do´na una identificacio´ entre CK i H0(G, CL) = CGL . Sabent aixo` podem escriure el quocient
de Herbrand per a CL com
h(CL) = [CK : Nm(CL)]
H1(G, CL) .
Recordem que CK e´s un grup finit. Basant-nos en aquest resultat podrem prendre conjunts de places finits
que continguin tots els generadors del grup de classes.
Lema 5.5. Sigui K un cos de nombres i sigui S un conjunt finit de places que contingui un conjunt de
generadors del grup de classes. Aleshores, en termes d’ide`les, tenim que
IK = K×IS .
Demostracio´. Per com hem construit S, qualsevol ideal fraccionari a es pot escriure com b(c) amb b ∈ 〈S〉
i c ∈ K×. Per tant, a esdeve´ un ideal principal al quocient IK/ 〈S〉 o el que e´s el mateix ISK/i(K×) = 0.
Passant del grup de classes als ide`les trobem IK/K×IS ∼= ISK/i(K×) = 0.
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Teorema 5.8. Per qualsevol extensio´ c´ıclica finita L/K, h(CL) = [L : K].
Demostracio´. Prenem un conjunt finit de places S de K que contingui les places infinites, contingui tambe´
totes aquelles places que siguin ramificades en la part local (que nome´s poden ser un nombre finit) i finalment
un conjunt de generadors del grup de classes. Sigui T el conjunt de places de L per sobre de S. Llavors
CL = IL/L× = L×IT /L× ∼= IT /L× ∩ IT .
En aquests u´ltims isomorfismes hem aplicat el lema anterior i el segon teorema d’isomorfisme. Tambe´ tenim
que
L× ∩ IT = U(T )
ja que aquest grup consisteix a tots els elements ide`lics que tenen ordre 0 fora de les places de T . Ara,
aplicant les proporcions del quocient de Herbrand veiem que
0→ U(T )→ IT → IT /U(T )→ 0,
i obtenim, aplicant la proposicio´ 5.10, que
h(CL) = h(IT )
h(U(T ))
=
nh(IT )∏
w∈T nv
= n.
Corol·lari 5.3. Per qualsevol extensio´ c´ıclica finita de grau n
[IK : K×Nm(IL)] ≥ n.
Demostracio´. El numerador del quocient de Herbrand ha de ser me´s gran que n. Per tant, [CK : Nm(CL)] ≥
n.
Anem a trobar ara algunes aplicacions d’aquesta desigualtat que ens permetran veure les primeres propietats
del que en el futur sera` la nostra aplicacio´ d’Artin.
Proposicio´ 5.11. Sigui L/K una extensio´ finita i resoluble. Si existeix un subgrup D ⊂ IK tal que:
1. D ⊂ NmL/K(IL);
2. K×D e´s dens a IK .
Aleshores, L = K.
Demostracio´. Com que l’extensio´ e´s resoluble, tenim algun subcos K ⊂ K ′ ⊂ L que sigui c´ıclic sobre K.
Usant les propietats de D,
D ⊂ NmL/K(IL) = NmK′/K(NmL/K′(IL)) ⊂ NmK′/K(IK′)
amb el qual tenim que K×NmK′/K(IK′) tambe´ e´s dens a IK . Com que tambe´ e´s un subgrup, e´s tancat en la
topologia dels ide`les, i a me´s e´s unio´ arbitra`ria d’oberts K×NmK′/K(IK′) = ∪x∈KxNmK′/K(IK′). Per tant,
un obert, tancat i dens ha de ser el total, amb el qual IK = K×NmK′/K(IK′). Usant la primera desigualtat,
tenim que aquesta extensio´ e´s trivial, K ′ = K. Repetint aquest proces per totes les extensions c´ıcliques en
la torre c´ıclica de L, arribarem a L = K.
Proposicio´ 5.12. Donada una extensio´ resoluble no trivial L/K, existeixen infinites places que no descom-
ponen completament.
Demostracio´. Suposem que hi ha un nombre finit de places que no descomponen completament dins un
conjunt S. Demostrarem que es donen les propietats de la proposico´ anterior per a
D = IS = {(av) | av = 1 per a v ∈ S}.
Les extensions que descomponguin completament, a nivell de cossos locals, sera`n trivials ja que e = f = 1.
Per tant, D ⊂ NmL/K(IL) ja que fora de S, l’extensio´ e´s trvial i a S els elements de D so´n trivials. Pel que
fa la densitat, fem servir l’anomenat teorema d’aproximacio´ de`bil, que ens do´na aproximacio´ d’elements per
valoracions. Amb aixo` apliquem la proposicio´ anterior i arribem a contradiccio´ amb L 6= K.
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Proposicio´ 5.13. Per qualsevol extensio´ resoluble finita L/K i conjunt de places T que contingui aquelles
que ramifiquin, el conjunt dels elements de Frobenius (P, L/K) per P /∈ T genera el grup G = Gal(L/K).
Demostracio´. Sigui H ⊂ G el grup que generin aquests elements i E = LH el cos fix per H. Per tant, els
elements (P, E/K) = (P, L/K)|E so´n trivials. Per tant, totes les places fora de T so´n trivials, amb el qual
E = K per els resultats anteriors. Amb aixo`, per la corresponde`ncia de Galois, tenim H = G.
Amb aixo` ja podem construir un conjunt finit de places fora d’aquelles que descomponen que generin el grup
de Galois.
5.8 La segona desigualtat
La segona desigualtat l’enunciarem dins un teorema me´s general, que ilustra que demostrar-la e´s el mateix
que demostrar que H2(G,L) e´s un grup c´ıclic d’ordre n. Per tant, per demostrar la llei de reciprocitat,
podr´ıem tambe´ usar el teorema de Tate com en el cas local. A partir d’aqu´ı, ens restringirem a casos
particulars que redueixin la problema`tica de la desigualtat.
Teorema 5.9. Sigui L/K una extensio´ finita de grau n amb grup de Galois G. Aleshores, qualseol de les
tres condicions segu¨ents es compleix.
1. La segona desigualtat: [IK : K×Nm(IL)] divideix n.
2. H1(G, CL) = 0;
3. H2(G, CL) e´s c´ıclic d’ordre dividint n.
Lema 5.6. Si G e´s c´ıclic, les tres condicions del teorema anterior so´n equivalents.
Demostracio´. Si el grup e´s c´ıclic podem aplicar la periodicitat dels grups de Tate per obtenir IK/K×Nm(IL) =
H0T (G, CL) ∼= H2T (G, CL) el qual fa equivalents les propietats 1 i 3. Sabent que h(CL) = n, si el numerador
divideix n, el denominador ha de ser trivial, i viceversa, amb H1(G, CL) = 0, el qual fa equivalents les
condicions 1, 3 amb la condicio´ 2.
Lema 5.7. E´s suficient provar el teorema per a G un p-grup de Galois d’una extensio´ L/K.
Demostracio´. Apliquem el corol·lari 3.4 i restringim de manera injectiva sobre la cohomologia d’un subgrup
de Sylow Gp. Obtenim que la aplicacio´ restriccio´
Res : HrT (G, CL)→ Hr(Gp, CL)
e´s injectiva sobre les components p-prima`ries de HrT (G, CL). Pel teorema d’Artin15, l’extensio´ L/LGp te´ grup
de Galois Gp que te´ ordre pote`ncia de p. Aleshores, per tot p que divideixi [L : K], |H2(G, CL)| divideix
|H2(Gp, CL)| que per hipo`tesi divideix la pote`ncia ma`xima de p en [L : K]. Tambe´ es poden veure les altres
dues condicions. Cal repetir el raonament per a tots els p que divideixin el grau i obtindrem el que volem.
Lema 5.8. E´s suficient provar el teorema amb G un grup de Galois c´ıclic d’ordre primer d’una extensio´
L/K.
Demostracio´. Podem suposar G un p-grup pel lema anterior. Demostrarem el resultat per induccio´ sobre n
quan pn e´s l’ordre de G. El cas base e´s la nostra suposicio´. En pote`ncies superiors, podem aplicar el teorema
de Sylow i agafar H un subgrup de G d’ordre p. Ara apliquem la successio´ del teorema 3.1.
0→ HrT (G/H, CL) Inf−−→ HrT (G, CL) Res−−→ HrT (H, CL).
Per induccio´, H1T (G/H, CL) = 0 i pel lema anterior H1T (H, CL) = 0.
Lema 5.9. E´s suficient provar la segona desigualtat en el cas que el cos base K contingui una arrel p-e`ssima
de la unitat.
15Aquest resultat afirma que si G e´s un subgrup dels automorfismes d’un cos L i prenem el cos fix per aquest subgrup LH ,
aleshores l’extensio´ L/LH e´s de Galois amb grup de Galois G
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Demostracio´. Sigui K ′ = K[ζ] que te´ ordre m|p−1. Com que l’extensio´ L/K e´s de grau p, prenem L′ = K ′L
i tindrem el segu¨ent esquema
L
m // L′
K
p
OO
m // K ′
p
OO
on les extensions L i K ′ so´n disjuntes, i per tant podrem generar el grup de Galois de L′ com a producte de
les dues subextensions,
Gal(L′/K) ∼= Gal(L/K)×Gal(K ′/K).
De l’esquema de cossos podem passar a un esquema de grups de classes ide`lics de la forma segu¨ent.
CL
NmL/K //
iL

CK
iK

// CK/Nm(CL)

// 0
CL′
NmL′/K′//
NmL′/L

CK′
NmK′/K

// CK′/Nm(CL′)

// 0
CL
NmL/K // CK // CK/Nm(CL) // 0
Com que les extensions so´n disjuntes tenim isomorfismes tambe´ a Gal(L′/L) ∼= Gal(K ′/K) i Gal(L′/K ′) ∼=
Gal(L/K), i aixo` ens do´na la commutativitat del diagrama, ja que les normes commuten amb les inclusions.
En particular, les dues primeres columnes del diagrama actuaran com la multiplicacio´ per m ja que estem
prenent la norma d’elements del cos base. Usant la commutativitat, tambe´ la tercera columna equivaldra` a la
multiplicacio´ per m. Pero` al estar multiplicant per m, que e´s coprimer amb p, l’aplicacio´ e´s un isomorfisme.
En particular,
[CK : Nm(CL)] divideix [CK′ : Nm(CL′)]
i aquest u´ltim nombre estem assumint que divideix p.
Sabem que K conte´ una arrel p-e`ssima primitiva de la unitat. Per tant, a partir d’ara podem suposar que
L/K e´s una extensio´ abeliana de grau pr, per tant d’exponent p amb grup de Galois G =
(
Z/pZ
)r
que per
teoria de Kummer sabem que e´s de la forma L = K[a
1
p
1 , . . . , a
1
p
r ]. Prenem ara S un conjunt finit de places
de K que compleixi la segu¨ent llista de propietats.
1. S conte´ les places infinites.
2. S conte´ les places per sobre de p. 16
3. Els ai so´n tots S-unitats, per tant nome´s admeten denominadors a S.
4. S conte´ un conjunt de generadors del grup de classes, i per tant compleix IK = ISK×.
Usant el teorema de les unitats de Dirichlet, Milne, ANT, 5 podem demostrar que el grup U(S) te´ rang
s− 1 on s = |S|. A me´s, el grup de torsio´ U(S)torsio e´s c´ıclic i p divideix el seu ordre, ja que conte´ les arrels
p-e`ssimes de la unitat. Amb aixo`, podem veure que
U(S)/U(S)p ∼= (Z/pZ)r
Amb aixo` podem construir una nova extensio´ finita M/K de manera que M = K[U(S)
1
p ], e´s a dir, estem
afegint totes les arrels p-e`ssimes dels elements de U(S), que e´s finitament generat. Tornant a usar teoria de
Kummer podem veure que correspon al grup
(
Z/pZ
)s
. En particular, K ⊂pr L ⊂pt M amb r + t = s.
Proposicio´ 5.14. Existeix un altre conjunt finit de places T de K, de manera que
{(P,M/K) | v ∈ T}
e´s un conjunt de generadors del grup Gal(M/L) =
(
Z/pZ
)t
.
16Recordem que tota l’estona estem treballant amb un cos de nombres, e´s a dir, una extensio´ finita de Q.
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Demostracio´. Les places que no ramifiquin estaran fora de S. Usant, que el coeficient e = 1 i l’extensio´ e´s
de grau potencia de p, veiem que la part local en les places v /∈ S sera` Mw/Kv, c´ıclica de grau p o trivial,
amb w|v. Per tant, no hi pot haver cap extensio´ interme`dia Lw no trivial.
Usant la proposicio´ 5.13, prenem T ′ un conjunt de places de L que generin Gal(M/L), i que cap d’elles
divideixi a una plac¸a de L. Prenem una d’aquestes places w ∈ T ′ i mirem com so´n les extensions locals
sobre les places wL de L i wK de K. Pero` hem dit que no podia haver-hi cap extensio´ interme`dia, per tant
LwL = KwK . Com a tal, el conjunt d’elements de Frobenius que estem prenent generara` el grup de Galois
de l’extensio´ M/K.
Proposicio´ 5.15. Sota les condicions del lema anterior, prenem a ∈ U(S). Aleshores, a e´s una pote`ncia
p-e`ssima a L, si i nome´s si, e´s una pote`ncia p-e`ssima a Kv per tot v ∈ T .
Demostracio´. En una direccio´, si a ∈ U(S) e´s una pote`ncia p-essima a L, aleshores ho e´s a Lw per tota plac¸a
de L. En particular, per les places w|v ∈ T , l’extensio´ local e´s trivial i Lw = Kv. Per tant, tambe´ e´s una
pote`ncia p-e`ssima a Kv.
En l’altre direccio´, tenim a
1
p ∈ M . Si aquest element pertany a Kv per tota v ∈ T aleshores el fixen els
Frobenius (pv,M/K), pero` aquests generen tot el grup Gal(M/L), per tant aquest grup tambe´ el fixa i
a
1
p ∈ L.
Lema 5.10. El subgrup
E =
∏
v∈S
K×pv ×
∏
v∈T
K×v ×
∏
v/∈S∪T
Uv
de IK esta` contingut en les normes NmL/K(IL).
Demostracio´. Prenem a ∈ E. Hem de demostrar que e´s una norma en cadascuna de les places. Primerament,
tenim l’isomorfisme de la teoria local
K×v /NmLw/K(L
×
w)
∼= Gal(Lw/Kv).
Com que el segon grup te´ exponent p, tambe´ ho faran en el primer, per tant K×pv ⊂ NmLw/K(L×w).
Per v ∈ T , les extensions locals so´n trivials, per tant tots els elements so´n normes.
Per a v /∈ S ∪ T , tenim les places no ramificades. Aqui tindrem que l’aplicacio´ norma sobre les unitats e´s
exhaustiva.
Com a consequ¨e`ncia d’aquest lema, ens hem de reduir a demostrar que [IK : K×E] divideix l’ordre pr, ja
que el nostre ı´ndex [IK : K×NmL/K(IL)] dividira` aquest nombre. En particular, el lema 5.4 ens reduira`
aquest ı´ndex a
[IK : K×E] = [K×IS∪T : K×E].
Reduirem aquest ca`lcul a dos ı´ndexs que sapiguem calcular.
Lema 5.11. Siguin A,B,C tres subgrups d’un grup abelia` complint que A ⊃ B. Aleshores
[AC : BC][A ∩ C : B ∩ C] = [A : B],
de manera que si dos dels ı´ndex so´n finits, el tercer tambe´ ho e´s i compleix la igualtat.
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Demostracio´. Usant el segon teorema d’isomorfisme, podem construir el segu¨ent diagrama
0

0

0

0 // B ∩ C

// B

// BC/C

// 0
0 // A ∩ C //

A

// AC/C

// 0
0 // A ∩ C/B ∩ C //

A/B //

AC/BC //

0
0 0 0
Sabem a priori que les dues primeres files so´n exactes. Per tant, aplicant els resultats d’a`lgebra homolo`gica,
la successio´ de la tercera fila tambe´ e´s exacta i per tant el producte dels ordres laterals do´na l’ordre del
mig.
Apliquem aquest lema als ide`les, amb A = IS∪T , B = E, C = K×. Llavors
[IK : K×E] =
[IS∪T : E]
[U(S ∪ T ) : K× ∩ E] .
Estudiarem per separat els valors del numerador i del denominador.
Lema 5.12. Es compleix la igualtat
[IS∪T : E] = p2s.
Per calcular aquest ı´ndex usarem aquest lema.
Proposicio´ 5.16. Sigui Kv un cos local de caracter´ıstica 0 que contingui el grup µn de les arrels n-e`ssimes
de la unitat. Aleshores,
[K× : K×n] = n
|µn|
|n|v .
Si v e´s una valoracio´ no arquimediana i Uv el seu subgrup d’unitats, aleshores
[Uv : U
n
v ] =
|µn|
|n|v .
Demostracio´. Les valoracions arquimedianes so´n les complexes i les reals. Si K = C, µn te´ n elements i v
e´s la norma complexa al quadrat; per tant, en tots dos costats, l’equacio´ es redueix a 1 = n nn2 . Si K = R, i
n e´s imparell µn e´s trivial i la norma e´s la norma real, per tant l’equacio´ val 1 = n
1
n ; en el cas parell µn te´
2 elements i l’equacio´ val 2 = n 2n . Passem al cas arquimedia`, on ja hem vist que tenim Kv
∼= Uv × Z. Per
tant, tenim
[Kv : K
n
v ] = [Uv : U
n
v ] · [Z : nZ],
i nome´s hem de provar la segona part de la proposicio´. Per fer-ho, definim un ana`leg al quocient de Herbrand
hn(Uv) =
[Uv : U
n
v ]
|Un| ,
on Un e´s el subgrup de n-torsio´, que en aquest cas equival a les arrels de la unitat. Usant l’isomorfisme
exponencial que hem vist en el lema 4.2 de la seccio´ anterior, podem pensar aquest quocient al grup additiu
OK i obtenim el que volem.
[Uv : U
n
v ] = hn(U)|Un| = hn(OK)|µn| = [OK : nOK ]|µn| =
|µn|
|n|v
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Demostracio´. (del lema 5.12 ) Les u´niques places en que l’´ındex e´s no trivial so´n les de S, de manera que
[IS∪T : E] =
∏
v∈S
[K×v : K
×p
v ].
Per la proposicio´ anterior, i usant que el cos conte´ les arrels p-e`ssimes de la unitat.
[IS∪T : E] =
∏
v∈S
p2
|p|v =
p2s∏
v∈S |p|v
=
p2s∏
all v |p|v
= p2s.
Lema 5.13. Es compleix la igualtat
[U(S ∪ T ) : K× ∩ E] = ps+t.
Demostracio´. E´s evident que K× ∩ E ⊃ U(S ∪ T )p. Tambe´ que l’´ındex en les pote`ncies e´s el que volem pel
teorema de les unitats de Dirichlet: [U(S ∪ T ) : U(S ∪ T )p] = ps+t. Per tant, reduim la prova del nostre
teorema a veure que K× ∩ E ⊂ U(S ∪ T )p. Aixo` ho demostrarem amb els dos segu¨ents lemes.
Lema 5.14. Amb la notacio´ usada anteriorment, l’aplicacio´ cano`nica
U(S)→
∏
v∈T
Uv/U
p
v
e´s exhaustiva.
Demostracio´. Pel teorema d’isomorfisme, provar l’exhaustivitat equival a veure la igualtat entre l’ordre del
conjunt d’arribada i l’´ındex del nucli. Sigui H aquest nucli, volem provar
[U(S) : H] =
∏
v∈T
[Uv : U
p
v ]
Per la proposicio´ 5.12 i el fet que T i S so´n disjunts i per tant |p|v per v ∈ t, obtenim que la part esquerra
val pt. Altrament, per la proposicio´ 5.11, el nucli e´s H = U(S)∩L×p. Ara podem aplicar teoria de Kummer
per veure
U(S)/H = U(S)/U(S) ∩ L×p = U(S)L×p/L×p,
on aquest u´ltim subgrup correspon a una extensio´ de Kummer del grau que volem.
Lema 5.15. Sigui K un cos que contingui una arrel n-e`ssima de la unitat i siguin S, T dos conjunts que
compleixin les propietats que hem exigit anteriorment (S te´ prous places i T permet que es compleixi el lema
anterior). Sigui b ∈ K una pote`ncia n-e`ssima a Kv per tot v ∈ S i una unitat fora de S ∪ T . Aleshores,
b ∈ K×n.
Demostracio´. Usarem la proposicio´ 5.12 per veure que L = K[b
1
n ] = K. El subgrup D que farem servir e´s
D =
∏
v∈S
K×v ×
∏
v∈T
Unv ×
∏
v/∈S∪T
Uv.
Aquest resultat ens diu que n’hi ha prou amb veure dues condicions: D ⊂ NmL/K(IL) i DK× = IL. Prenem
un element ide`lic = (dv) ∈ D i veurem que e´s una norma en cada plac¸a.
1. v ∈ S. Kv = Kv[b 1n ] per hipo`tesi, per tant, tot element e´s una norma.
2. v ∈ T . Per la llei de reciprocitat local, l’´ındex [K×v : Nm(Kv[b
1
n ])] e´s igual al grau [Kv[b
1
n ] : Kv], que
e´s n. Per tant, tota pote`ncia n-e`ssima e´s una norma.
3. v /∈ S ∪ T . nb e´s una unitat, per tant l’extensio´ Kv[b 1n ] e´s no ramificada. Tal i com vem construir els
subgrups de norma en les extensions locals, tota unitat aqu´ı e´s una norma.
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Per a la segona condicio´, prenem l’ide`le IS i per la seva definicio´ e´s evident que IS/D =
∏
v∈T Uv/U
n
v . Usant
la hipo`tesi de exhaustivitat veiem que IS = DU(S). Usem tambe´ la condicio´ de que conte´ generadors del
grup de classes, i llavors fem serivr el lema 5.4 i veiem
IK = ISK× = DU(S)K× = DK×,
que finalitza la prova del resultat.
Aquest u´ltim resultat reformula la inclusio´ que voliem veure K× ∩ E ⊂ U(S ∪ T )p. Doncs, els ca`lculs que
acabem de fer acaben amb la demostracio´ de la segona desigualtat ja que
[IK : K×E] =
[IS∪T : E]
[U(S ∪ T ) : K× ∩ E] =
p2s
ps+t
= ps−t = pr
5.9 Fi de la prova de la llei de reciprocitat
L’objectiu de tota aquesta seccio´ ha estat trobar un homomorfisme entre el grup dels ide`les IK i el grup de
Galois d’una extensio´ L/K. Aquest morfisme l’hem definit en termes de les lleis de reciprocitat locals en
cada plac¸a,
φ(a) =
∏
v
φv(av).
Aquestes aplicacions locals so´n trivials excepte en un nombre finit de places, per la pro`pia definicio´ dels ide`les.
La llei de reciprocitat tambe´ ens diu que aquesta aplicacio´ factoritza pel seu nucli, que e´s K×NmL/K(IL).
El fet que les normes cauen en el nucli e´s consequ¨e`ncia de que ho fa en cadascuna de les places. Ens falta
veure que K× tambe´ ho fa. Aixo` ho veiem en el segu¨ent teorema.
Teorema 5.10. 1. Sigui L/K una extensio´ abeliana finita. Aleshores φL/K(a) = 1 si a ∈ i(K×).
2. Sigui L/K una extensio´ de Galois finita. Aleshores
∑
v inv(α) = 0 per tota α ∈ H2(G,L/K).
Demostracio´. (de la primera part per una extensio´ cicloto`mica de Q(ζn):) Denotarem per σn l’automorfisme
que env¨ıi l’arrel ζm a ζ
n
m. E´s fa`cil veure que n’hi ha prou amb veure el teorema per les arrels l
r-e`ssimes de
la unitat, quan l divideix m, ja que si restringint-nos a aquestes subextensions obtenim el valor 1 per tot l,
aleshores tambe valdra` 1 sobre tota l’extensio´.
Per a la plac¸a real infinita, el morfisme d’Artin φ∞ : R×/Nm(C×) → Gal(Q(ζm)/Q) val φ∞(a) = σsign(a)
on sign(a) e´s el signe de a. En la resta, suposem que l’extensio´ les Q(ζlr ) de places finites, tenim que per
a = ups ∈ Q×p , amb p 6= l, p no ramifica per tant l’aplicacio´ d’Artin envia φp(a) = σps . Quan p = l, en
canvi, l’aplicacio´ envia φl(a) = σu−1 usant els resultats vistos en l’existe`ncia de cossos de classe locals. Com
que qualsevol nombre racional es pot escriure com a producte de primers enters amb pote`ncies enteres llevat
d’un signe, n’hi ha prou amb veure que φ(a) = 1, quan a = −1, a = l i a e´s un primer q diferent de l. Usant
els valors coneguts de les aplicacions d’Artin locals tenim.
φp(−1) =
 σ−1 si p =∞σ−1 si p = l
id si p 6= l,∞.
φp(l) =
{
id si p = l
id si p 6= l.
φp(q) =
 σq si p = qσq−1 si p = l
id si p 6= l, q.
A partir d’aqui e´s evident veure que φ(a) =
∏
p φp(a) = 1.
Lema 5.16. Si el punt 1 del teorema 5.10 e´s cert per una extensio´ L/K, aleshores tambe´ ho e´s per qualsevol
subextensio´.
Demostracio´. Per una extensio´ interme`dia K ⊂ K ′ ⊂ L, l’aplicacio´ d’Artin φK′/K e´s la composicio´ de φL/K
amb la restriccio´ del grup Gal(L/K) al grup Gal(K ′/K) prenent nome´s els automorfismes que fixen K ′.
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Lema 5.17. Si el punt 1 del teorema 5.10 e´s cert per una extensio´ L/K, aleshores tambe´ e´s cert per qualsevol
aixecament LK ′/K ′ per K ′ extensio´ de K.
Demostracio´. Fixem la notacio´ dient que L′ = LK ′ i sigui w una plac¸a de K ′ per sobre una diferent de v a
K. Aleshores tenim un diagrama commutatiu donat per les aplicacions d’Artin.
K
′×
w
φw//
Nm

Gal(L′w/K
′
w)
i

K×v
φv // Gal(Lv/K ′v)
Aquest diagrama es pot transportar als ide`les de manera global per obtenir-ne un de la forma segu¨ent
I′K′
φL′/K′//
Nm

Gal(L′/K ′)
i

IK
φL/K// Gal(L/K)
Si el teorema e´s cert en la part inferior del diagrama, tambe´ ha de ser-ho en la superior, donat que tenim
una inclusio´ entre els grups de Galois.
Lema 5.18. Sigui L/K una extensio´ abeliana. Si la part 2 del teorema 5.10 e´s certa, aleshores tambe´ ho e´s
la primera. A la inversa, si la part 1 e´s certa per extensions c´ıcliques, aleshores tambe´ ho e´s la segona.
Lema 5.19. Si la part 2 del teorema 5.10 e´s certa per a extensions c´ıcliques cicloto`miques, aleshores tambe´
e´s certa per a qualsevol extensio´ de Galois finita.
Demostracio´. Les proves d’aquest teorema recuperen els grups de cohomologia i els productes cup en la
successio´.
0→ Z→ Q→ Q/Z→ 0
Milne, CFT, 8.8.
Partiem de que la part 1 del teorema era cert per extensions cicloto`miques de Q. A trave´s del procediment
d’aixecament i restriccio´, veiem que tambe´ es do´na la part 1 per a qualsevol extensio´ cicloto`mica, en particular
c´ıclica. El lema 5.18 ens diu que la part 2 tambe´ e´s certa per aquestes extensions. El lema 5.19 ens diu
que la part 2 tambe´ sera` certa per qualsevol extensio´ finita de Galois. Finalment, recuperem la part 1 del
teorema per a qualsevol extensio´ tornant al lema 5.18.
Fins aqu´ı arriba la demostracio´ de la llei de reciprocitat d’Artin en la notacio´ ide`lica.
5.10 Existe`ncia de cossos de classe globals
Un cop vista la reciprocitat en el cas global, volem demostrar el teorema d’existencia, que ens indica que
quins subgrups U ⊂ IK e´s un subgrup de norma per alguna extensio´ L/K, U = NmCL. A difere`ncia del
cas local, on obteniem de forma expl´ıcita els cossos de classe de tots els subgrups, en aquest cas els cossos
de classe sera`n una mica me´s complicats de veure a primera vista, pero` intentarem fer-ho amb ajuda de la
teoria de Kummer, desenvolupada en l’apartat anterior. En aquest cas, no ens podem recolzar sobre cap
teoria constructiva com era el cas de Lubin-Tate per als cossos locals.
Lema 5.20. Sigui U un subgrup de norma, i V ⊃ U . Aleshores V tambe´ e´s un subgrup de norma.
Demostracio´. Prenem L una extensio´ abeliana tal que NmCL = U . Segons la llei de reciprocitat, l’aplicacio´
d’Artin defineix un isomorfisme de la forma
φ : CK/U → Gal(L/K),
de manera que φ(V ) e´s un subgrup de Gal(L/K). Podem prendre L′ com el cos fix per φ(V ), i ara l’aplicacio´
d’Artin s’escriu com
φ : CK/V → Gal(L′/K),
amb el qual podem tornar a aplicar la llei de reciprocitat i obtenir NmCL′ = V .
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Amb aixo` nome´s hem de demostrar que qualsevol subgrup obert d’´ındex finit conte´ algun subgrup de norma.
El segu¨ent pas e´s demostrar-ho en el cas que el cos K contingui una arrel p-e`essima de la unitat.
Proposicio´ 5.17. Sigui K un cos de nombres que contingui alguna arrel n-e`ssima de la unitat, i S un
conjunt finit de places que contingui les places infinites, tots els primers que divideixen n i prous elements
com per que generin el grup de classes (el qual ja hem vist que es pot garantir). Aleshores, qualsevol a ∈ K×
tal que a sigui una pote`ncia n-e`ssima a Kv quan v ∈ S i sigui una unitat quan v /∈ S, e´s una pote`ncia
n-e`ssima a K.
Demostracio´. Prenem L = K[a
1
n ], que e´s una extensio´ abeliana sempre que ζn ∈ K. Per hipo`tesi, el polinomi
Xn−a descompon completament a Kv[X] per tot v ∈ S i per tant Lw = Kv per totes les w|v. Aix´ı, l’aplicacio´
norma e´s exhaustiva. En les altres places v /∈ S, l’extensio´ e´s no ramificada per hipo`tesi i per tant l’aplicacio´
norma e´s exhaustiva sobre les unitats. Aleshores, si a ∈ IS , tambe´ e´s una norma i
K×NmL/K(IL) ⊃ K×IS = IK .
Usant la llei de reciprocitat, tenim que l’extensio´ e´s trivial, i per tant, a e´s una pote`ncia n-e`ssima.
Lema 5.21. Sigui K un cos de nombres que contingui les arrels p-e`ssimes de la unitat. Aleshores qualsevol
subgrup obert V ⊂ CK tal que CK/V e´s d’´ındex finit d’exponent p e´s un subgrup de norma: e´s a dir
V = NmL/K(CL) per alguna extensio´ finita L/K.
Demostracio´. Prenem S un conjunt de places finit (en particular, amb s elements) que contingui les places
infinites, les places que divideixen p, i suficients primers de manera que IK = K×IS . Sigui L l’extensio´
corresponent a afegir les arrels p-e`ssimes de U(S), que en particular correspon a l’extensio´ de Kummer del
subgrup U(S)K×p, i sigui
E =
∏
v∈S
K×pv ×
∏
v/∈S
Uv.
Verificarem que K×E = K×NmL/K(IL). Per aixo` hem de veure que E ⊂ NmL/K(IL) i que tenen el mateix
ı´ndex (que e´s ps).
Primer veiem la inclusio´. En les places v ∈ S i w|v, la llei de reciprocitat local ens diu que K×v /Nm(Lw) ∼=
Gal(Lw/Kv). Com que l’extensio´ e´s d’exponent p, tenim K
×p
v ⊂ NmL/K(L×w). En la resta, l’extensio´ e´s no
ramificada, i per tant l’aplicacio´ norma e´s exhaustiva.
Ens falta ara la part de l’´ındex. Per la llei de reciprocitat global i usant teoria de Kummer,
[IK : K×NmL/K(IL)] = [L : K] = [U(S)K×p : K×p] = [U(S) : U(S) ∩K×p] = [U(S) : U(S)p] = ps,
on al final hem tornat a usar el teorema de les unitats de Dirichlet.
Altrament,
[IK : K×E] = [ISK× : EK×] =
[IS : E]
[IS ∩K× : E ∩K×] =
p2s
ps
= ps,
on al final hem usat els resultats finals de la segona desigualtat.
Un cop hem verificat que K×E = K×NmL/K(IL), prenem V ⊂ CK tal que CK/V e´s d’exponent p. Podem
prendre U que sigui l’antiimatge de V per la inclusio´ i : IK → CK , tenint IK/U tambe´ exponent p. Com
que U e´s obert, U ⊃ ∏v∈S 1 ×∏v/∈S Uv, i com a tal U ⊃ IpK . En particular, U ⊃ EK× i com que ja hem
demostrat que EK×/K× e´s un subgrup de norma i que qualsevol subgrup que contingui un de norma tambe´
ho e´s, ja queda provat el resultat.
Per acabar de demostrar el teorema, haurem de suposar cert el teorema de limitacio´ de la norma que ja hem
vist per a extensions locals.
Teorema 5.11. Sigui M/K una extensio´ de cossos globals, no necessa`riament abeliana. Sigui L/K la
subextensio´ abeliana maximal. Aleshores,
NmM/K(CM ) = NmL/K(CL).
Aixo` es demostra de manera similar al cas local.
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Lema 5.22. Sigui U ⊂ CK un subgrup obert d’index finit. Si existeix una extensio´ K ′/K (no necessa`riament
abeliana) tal que Nm−1K′/K(U) e´s un subgrup de norma de CK′ , aleshores tambe´ ho e´s U .
Demostracio´. Sigui U ′ = Nm−1K′/K(U) i sigui L una extensio´ abeliana de K
′ tal que NmL/K(CL) = U ′.
Prenem M la subextensio´ abeliana me´s gran continguda a L/K. Usant el teorema de limitacio´ de la norma
tenim
NmM/K(CM ) = NmL/K(CL) = NmK′/K(NmL/K′(CL)) = NmK′/K(U ′) ⊂ U
Amb aixo` ja tenim que U tambe´ e´s un subgrup de norma.
Teorema 5.12. Un subghrup U ⊂ CK e´s de norma, si i nome´s si, e´s obert i d’´ındex finit.
Demostracio´. En una implicacio´, usem la llei de reciprocitat quadra`tica per veure que els subgrups de norma
so´n d’´ındex finit i oberts.
En l’altra, ho provem per induccio´ sobre l’´ındex de U . Si e´s trivial, no tenim res a demostrar. En cas
contrari, existeix algun p dividint l’´ındex [CK : U ]. Usant el teorema anterior, podem suposar que K conte´
una arrel p-e`ssima de la unitat. Amb aixo`, podem prendre un subgrup intermedi d’´ındex p, U ⊂ U1 ⊂ CK .
Per aquest subgrup, podem aplicar el lema 5.14 per trobar una extensio´ K ′/K tal que NmK′/K(CK′) = U1.
En particular, una extensio´ abeliana i de grau p e´s c´ıclica. Prenem ara U ′ = NmK′/K(U). L’aplicacio´ norma
en aquesta extensio´ pren la forma
NmK′/K : CK′ → CK/U,
i te´ imatge U1/U i nucli U
′. Aleshores, podem veure els ı´ndex a trave´s del primer teorema d’isomorfisme
[CK′ : U ′] = [U1 : U ] = [CK : U ]
[CK : U1] =
[CK : U ]
p
.
Per induccio´, U ′ e´s un subgrup de norma, i pel lema anterior U tambe´ ho e´s.
Aquest resultat ja val per a demostrar el teorema d’existe`ncia en termes de ide`les. Desafortunadament,
aquest procediment de demostracio´ no e´s constructiu com s´ı que era el cas local i ens hauriem de buscar un
altre procediment per a poder construir els cossos de classe.
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6 Aplicacions i altres resultats relacionats
El propo`sit d’aquesta seccio´ e´s, un cop provats els resultats de la teoria de cossos de classe globals, trobar
algunes aplicacions senzilles dels teoremes, aix´ı com presentar el teorema de Chebotarev, que esta` ı´ntimament
relacionat amb els resultats estudiats. Aquesta seccio´ hauria de servir per destacar la centralitat de la teoria
de cossos de classe dins l’estudi de la teoria de nombres, essent una magnifica eina per a classificar les
extensions d’un cos donat. Per tant, es presenten diversos a`mbits d’estudi que sorgeixen a partir d’aquesta
teoria, o en tot cas donen peu a problemes relacionats. Alguns d’ells so´n problemes encara oberts, d’altres
so´n previs al desenvolupament que hem presentat. Tots ells, so´n mostrats de manera resumida a mode
de conclusio´ (o semiconclusio´) del treball per tal fer expl´ıcita la necessitat de seguir llegint sobre aquestes
questions.
6.1 El cos de classe de Hilbert
Com a consequˆe`ncia del teorema d’existe`ncia, sabem que donat un modulus i un subgrup del seu grup de
classe, podem construir una extensio´ de manera que al fer quocient per aquest subgrup, l’aplicacio´ d’Artin
esdevingui un isomorfisme. Si prenem com a subgrup de congrue`ncia els ideals principals i el modulus trivial
m = 1, tenim un isomorfisme
CK =
IK
PK
∼= Gal(L/K)
per alguna extensio´ L/K. Podem comprovar que aquesta extensio´ coincideix amb el cos de classes de Hilbert,
com hem mencionat abans.
Proposicio´ 6.1. El grup de Galois del cos de classes de Hilbert e´s isomorf al grup de classes.
Demostracio´. Si m = 1, aleshores I
S(m)
K /i(Km,1) e´s el grup de classes, i sabem que cap dels primers ramificara`
perque` haurien de dividir m. Sigui M una altra extensio´ no ramificada; alehsores el modulus corresponent
pel teorema d’existe`ncia e´s m = 1. Per tant,
PK = i(K) NmL/K(IL) ⊂ i(K) NmM/K(IM ),
que alhora son els nuclis de l’aplicacio´ d’Artin. Pel corol·lari 5.1, aixo` implica M ⊂ L.
Aixo` ens permet construir expl´ıcitament alguns cossos de classe de Hilbert.
Exemple 6.1. Per a K = Q, el grup de classes e´s trivial ja que tots els ideals fraccionaris so´n principals i
per tant el cos de classes de Hilbert e´s ell mateix. Aixo` coincideix amb el que hem vist al teorema 1.6, que
assegura que en qualsevol extensio´ de Q ramifica algun primer.
Per a extensions quadra`tiques en que el grup de classes no sigui trivial, un resultat u´til pot trobar el cos de
classes de Hilbert en alguns casos e´s el segu¨ent lema.
Lema 6.1. Sigui L = K(
√
u) una extensio´ quadra`tica i u ∈ OK . Sigui p un primer de OK .
1. Si 2u /∈ p, aleshores p no ramifica a L.
2. Si 2 ∈ p i u = b2 − 4c, per algun b, c ∈ OK , aleshores p no ramifica a L.
Demostracio´. Per a la primera pat, n’hi ha prou amb veure que el discriminant de l’extensio´ e´s 4u, al qual
p no divideix i per tant p no ramifica. Per a la segona, escrivim l’extensio´ com K(−b+
√
u
2 ) on estem afegint
una arrel del polinomi X2 + bX + c. Aixo` implica que el seu discriminant b2 − 4c = u ∈ p. Per la mateixa
rao´, aquest polinomi no pot ramificar.
Exemple 6.2. Usant la fita de Minkowski, podem veure que el grup de classes de K = Q(
√−5) te´ 2 elements.
Per tant, trobar el cos de classes de Hilbert consisteix a trobar una extensio´ quadra`tica no ramificada de
K. Aquesta e´s K(
√−1). Aixo` es deu a que nome´s poden ramifcar els ideals que ho facin a Q(√−1,√−5)
que so´n 2 i 5. Per veure que 2 no ramifica, usem la segona part del lema, ja que 2 ∈ (2), −1 /∈ (2) i
−1 = (√−5)2 − 4(−1). Per veure que √−5 no ramifica usem la primera part i veiem que −2 ∈ (√−5).
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Exemple 6.3. Usant la fita de Minkowski es pot veure que el grup de classes de K = Q(
√−14) e´s d’ordre 4.
Demostrarem que el seu cos de classe de Hilbert e´s K(
√
2
√
2− 1). Per veure-ho, construirem una extensio´
interme`dia K1 = K(
√
2) i provarem que K1/K i K(
√
2
√
2− 1)/K1 so´n extensions no ramificades.
1. K(
√
2)/K e´s no ramificada. Si 2 /∈ p, aleshores pel lema anterior, p no ramifica. Falta veure el cas
2 ∈ p. Com que √−14 ∈ K i √2 ∈ K1, aleshores
√−7 ∈ K1. En aquest ideal, tenim −7 /∈ p i podem
escriure −7 = 12 − 4 · 2, el ual ens do´na que p no ramifica per la segona part del lema.
2. Prenem L = K1(
√
α) on α = 2
√
2 − 1. Si prenem un altre element α′ = −2√2 − 1, es pot veure que√
αα′ =
√−7 ∈ K1. Per tant,
√
α′ ∈ L. Sigui p un primer de K1. Si 2 /∈ p, com que α + α′ = −2,
algun α, α′ no esta` en l’ideal, per tant podem aplicar la primera part del lema. Si 2 ∈ p, aleshores
α /∈ p ja que te´ la forma α = 2√2 − 1. Per tant, apliquem la segona part del lema basant-nos en la
igualtat α = (1 +
√
2)2 − 4.
Els cossos de nombres quadra`tics donen lloc a nombrosos problemes de gran intere`s, segurament motivats
per la seva simplicitat, i una pregunta natural e´s tractar de determinar per a quins d el cos Q(
√−d) te´
nombre de classes 1. Gauss es va a adonar de que quan
d = 1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163
aquesta propietat es satisfa`, pero` no seria fins l’any 1960 quan es va provar que aquests eren els u´nics cossos
quadra`tics imaginaris amb cos de classes de Hilbert trivial.
En el cas de cossos quadra`tics reals aixo` e´s encara una pregunta oberta, i no es sap si el nombre de cossos
quadra`tics reals amb grup de classes trivial e´s finit o infinit. Aquestes difere`ncies entre cossos quadra`tics
imaginaris i reals tambe´ la trobem quan intentem generalitzar el teorema de Kronecker-Weber i trobar
l’extensio´ abeliana maximal d’un cos de nombres quadra`tic.
Suposi’s que K e´s un cos quadra`tic amb grup de classes trivial. Aleshores, la seva extensio´ abeliana maximal
es construeix afegint les coordenades dels punts de torsio´ d’una corba el·l´ıptica amb multiplicacio´ complexa
per l’anell d’enters del cos. Tot i que ometrem les definicions i el desenvolupament d’aquesta idea, ho
il·lustrarem amb un exemple. Sigui K = Q(√−1); una corba el·l´ıptica amb multiplicacio´ complexa pels
enters gaussians e´s aquella en la qual el reticle associat admet la multiplicacio´ per i com un endomorfisme,
per exemple
y2 = x3 − x.
La n-torsio´ d’aquesta corba sera` un grup isomorf a Z/nZ× Z/nZ i les coordenades d’aquests punts estaran
definides sobre extensions abelianes de K. Aix´ı, la composicio´ de totes aquestes extensions genera l’extensio´
abeliana maximal, donant una analogia interessant amb el teorema de Kronecker-Weber, que coincideix amb
la nocio´ de Lubin-Tate, que hem usat al cap´ıtol 4: afegir punts de torsio´ de grups formals, en aquest cas,
corbes el·l´ıptiques. En el cas dels racionals, l’extensio´ abeliana maximal es construeix afegint la torsio´ del la
circumfere`ncia, el qual sembla evident ja que les extensions cicloto`miques es construeixen afegint punts de
la circumfere`ncia.
Noti’s que si el nombre de classes no e´s trivial aquesta idea requereix una petita observacio´: la torsio´ de la
corba el·l´ıptica genera extensions abelianes del cos de classes de Hilbert de K, i no del propi cos; en qualsevol
cas, la construccio´ del cos de classes de Hilbert general en aquest cas e´s forc¸a senzilla, un cop coneguda la
relacio´ amb la teoria de corbes el·l´ıptiques: n’hi ha prou amb adjuntar a K l’anomenat invariant j de la corba
el·l´ıptica, una funcio´ modular que mesura en un sentit adient classes d’isomorfismes de corbes el·l´ıptiques.
Aquest invariant j e´s un enter algebraic que pertany a Z quan el cos quadra`tic imaginari te´ nombre de classes
1. Aixo` do´na una explicacio´ del conegut fet de que el nombre epi
√
163 sembli un enter racional.
En el cas que s’ha comentat amb anterioritat de K = Q(
√−14), es te´ que
j = 8 ·
(
323 + 228
√
2 + (231 + 161
√
2)
√
2
√
2− 1
)3
.
Estendre la teoria de la multiplicacio´ complexa al cas quadra`tic real e´s un dels reptes de la recerca en teoria
de nombres avui en dia. Per exemple, Henri Darmon ha intentat donar una resposta a aquesta qu¨estio´
introduint els anomenats punts de Stark-Heegner (substituts p-a`dics dels punts de Heegner que apareixen
en la teoria de la multiplicacio´ complexa), o me´s recentment el mateix Darmon juntament amb Jan Vonk
amb proposat una construccio´ conjectural basada en el que s’anomena “singular moduli”.
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Ide`nticament a la construccio´ feta per al Hilbert class field, es pot construir una extensio´ que correspongui
al subgrup d’ideals principals i(Km,1) d’un modulus m al que podem anomenar cos de classes radial. Aixo`
ho farem servir quan vulguem permetre que uns quants primers s´ı que ramifiquin.
Exemple 6.4. En el cas d’un modulus m = m∞, el cos de classes radial sera` el cos cicloto`mic Q(ζm).
6.2 El teorema de Chebotarev
EL teorema de Chebotarev proporciona informacio´ rellevant sobre la proporcio´ de nombres primers complint
una certa propietat en una extensio´ de cossos globals. En el desenolupament cla`ssic de la teoria de cossos de
classes, aquest teorema e´s una eina per demostrar l’exhaustivitat de l’aplicacio´ d’Artin. Aqu´ı, veurem quines
consequ¨e`ncies podem deduir d’ell un cop demostrada la llei de recirocitat. Denotarem per PK al conjunt de
tots els primers de K.
Definicio´ 6.1. Sigui S ⊂ PK un conjunt de primers finits en un cos K. La densitat de Dirichlet es defineix
com
δ(S) = lim
s→1+
∑
p∈S N(p)
−s
− log(s− 1) ,
sempre que aquest limit existeixi.
Aquesta definicio´ compleix aquelles propietats esperables d’una densitat en un conjunt de cardinal infinit
numerable.
Proposicio´ 6.2. 1. δ(PK) = 1.
2. Si S ⊂ T , i els dos densitats existeixen, aleshores, δ(S) ≤ δ(T ).
3. Si la densitat d’un conjunt S existeix, aleshores 0 ≤ δ(S) ≤ 1.
4. Si S, T so´n dos conjunts disjunts, aleshores δ(S ∪ T ) = δ(S) + δ(T ).
5. Si S e´s finit, aleshores δ(S) = 0.
6. Si S, T difereixen d’un nombre finit d’elements, aleshores δ(S) = δ(T ).
El que volem e´s usar aquesta definicio´ per a estudiar les propietats de densitat de nombres primers en
un cos global. Per exemple, si prenem una extensio´ L/K no necessa`riament abeliana, donat p un primer
no ramificat, sabem per la proposicio´ 1.2 que els elements
(
P
L/K
)
per P primers per sobre de p so´n tots
conjugats. El teorema de Chebotarev ens do´na la densitat d’aquestes classes de conjugacio´.
Teorema 6.1. (Chebotarev) Sigui L/K una extensio´ de Galois, i sigui [τ ] = {σ−1τσ σ ∈ Gal(L/K)} la
classe de conjugacio´ d’un element τ ∈ Gal(L/K). Aleshores el conjunt
S = { p ∈ PK tal que p no ramificat i
(
P
L/K
)
∈ 〈τ〉 ∀P|p }
te´ densitat de Dirichlet
δ(S) =
| 〈τ〉 |
[L : K]
Durant tot el treball hem evitat l’u´s de les se`ries L. Tot i aix´ı, no s’ha trobat encara cap demostracio´ d’aquest
teorema que no usi me`todes anal´ıtics. Tot i aix´ı, les consequ¨encies d’aquest teorema abarquen resultats molt
interessants.
Corol·lari 6.1. Sigui L/K una extensio´ abeliana i m un modulus divisible per tots els primers que ramifiquen
a L. Aleshores, donat σ ∈ Gal(L/K), el conjunt de primers que no divideixen m i compleixen
(
P
L/K
)
= σ
te´ densitat 1[L:K] , i per tant, e´s infinit.
Demostracio´. En el cas que l’extensio´ sigui abeliana, la classe de conjugacio´ de σ nome´s conte´ l’element σ i
per tant te´ cardinal 1.
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Aixo` ens demostra que l’aplicacio´ d’Artin e´s exhaustiva, pero` a me´s ens do´na informacio´ addicional. Donat
un element del grup de Galois Gal(L/K), existeixen infinits primers que van a ell per l’aplicacio´ d’Artin
prenent un modulus m. Una altra consequ¨e`ncia rellevant del teorema de Chebotarev e´s el teorema de la
progressio´ aritme`tica de Dirichlet, quan L e´s una extensio´ cicloto`mica.
Teorema 6.2. (de la progressio´ aritme`tica de Dirichlet) Siguin a, n ∈ Z dos enters positius primers entre
si, aleshores existeixen infinits primers p ∈ Z de la forma p = a+ kn. En particular tenen densitat 1φ(n) .
Demostracio´. Prenem L = Q(ζn) la n-e`ssima extensio´ cicloto`mica. El seu grup de Galois s’identifica amb
(Z/nZ)×. En particular s’identifica enviant a al morifsme σ(ζn) = ζan. Prenem ara un primer p ∈ Z que no
divideixi n i per tant no ramifiqui a L. Prenem tambe´ un altre P ⊂ OL per sobre seu amb un σ ∈ Gal(L/K)
que actu¨ı com el Frobenius a P. Aleshores, com que Nm(pZ) = p, σ actu´a de la manera σ(ζn) = ζpn. Pel
teorema de Chevotarev, donat un a ∈ (Z/nZ)×, existeixen infinits primers que com l’anterior que van a
aquest element del grup de Galois. En particular, aquests primers complira`n p = a mod n. Tambe´ sabem
que el grau de l’extensio´ e´s φ(n), el qual ens do´na la densitat de la classe de conjugacio´.
6.3 Generalitzacio´ de les lleis de reciprocitat
La finalitat d’aquesta seccio´ e´s recuperar les lleis de reciprocitat, com per exemple, la reciprocitat quadra`tica
de Gauss, presentada a la seccio´ introducto`ria, a partir de la reciprocitat d’Artin.
Els cossos amb els que tractarem seran cossos de la forma K( n
√
α) amb α ∈ OK i K una extensio´ de Q que
contingui les arrels n-e`ssimes de la unitat. Aixo` garanteix que l’extensio´ K( n
√
α)/K e´s de Galois. Tambe´
sabem que aquesta extensio´ te´ grup de Galois contingut a
(
Z/nZ
)×
, ja que tot element σ ∈ Gal(K( n√α)/K)
actua de la forma σ( n
√
α) = ζn n
√
α, per alguna arrel n-e`ssima primitiva de la unitat ζn. Fixarem aquesta
arrel primitiva a partir d’ara.
El primer objectiu es generalitzar el s´ımbol de Legendre a un cos d’aquest tipus. Per fer aixo`, requerim
primer generalitzar el teorema petit de Fermat. Fixem la notacio´ com p ⊂ OK un primer de K, i k = OK/p
el cos residual que te´ N(p), que sigui coprimer amb n. Prenem tambe´ α ∈ OK que no estigui a p, que farem
coincidir amb el α anterior.
Teorema 6.3. (Teorema petit de Fermat generalitzat) En les condicions definides anteriorment
αN(p)−1 ≡ 1 mod p
Demostracio´. Aquest teorema es pot demostrar de manera senzilla coneixent el teorema de Legendre, que
diu que els ordres dels elements d’un grup divideixen l’ordre del grup, aplicat al grup multiplicatiu de OK/p
que te´ ordre N(p) − 1. Altrament, podem prendre la mateixa idea que en el teorema petit cla`ssic. Siguin
(ai) un conjunt de representants de les classes no trivials de k, que n’hi ha N(p)− 1, aleshores, donat que α
no defineix la classe trivial, (αai) tambe´ defineix un conjunt de classes no trivials. Els productes d’ambdues
seran iguals a k. ∏
i
ai =
∏
αai = α
N(p)−1∏
i
ai
Com que la igualtat es do´na modul p, podem concloure que
αN(p)−1 ∼= 1 mod p.
Teorema 6.4. Sota les condicions anteriors, Xn − 1 e´s un polinomi separable a K, n divideix N(p)− 1 per
tot primer de K i per tant existeix una u´nica arrel n-e`ssima de la unitat (que escriurem com ζsn) tal que
α
N(p)−1
n ∼= ζsn mod p
Demostracio´. L’extensio´ de Galois del polinomi Xn − 1 sobre Q estara` continguda en K. Per tant, sera` un
polinomi separable dins d’aquesta extensio´ (ja que la seva derivada nXn−1 e´s un polinomi no nul mo`dul p,
ja que n ho e´s). Aixo` ens permet afirmar que 1, ζn, . . . , ζ
n−1 so´n totes arrels diferents, tambe´ mo`dul p.
Definim a k× el morfisme f : k× → k× definida per f(u) = un te´ per nucli les arrels de la unitat. Per tant,
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usant el teorema d’isomorfisme, el nucli de l’aplicacio´ te´ n elements, i la imatge N(p)−1n elements, el qual
demostra la divisibilitat. Aix´ı, podem construir un altre morfisme g : k× → k× definit com g(u) = uN(p)−1n ,
que te´ per imatge les arrels de la unitat, dualment al morfisme anterior. Aleshores, per tot element α /∈ p,
α
N(p)−1
n e´s a la mateixa classe que una u´nica arrel mo`dul p.
Definicio´ 6.2. A l’arrel n-e`ssima definida en el teorema anterior l’anomenarem s´ımbol de Legendre n-e`ssim,
o s´ımbol de residu-pote`ncia. El denotarem per (α
p
)
n
.
Definicio´ 6.3. Sigui a un ideal de OK que descompon en en ideals primers com pmii . . . pmss , i prenem α /∈ a
i n ∈ Z coprimer amb a tambe´. Aleshores podem definir(α
a
)
n
=
∏
i
( α
pi
)mi
n
Alhora, si m e´s un modulus que contingui els primers que divideixin nα, aquesta definicio´ indueix un morfisme(α
.
)
n
: I
S(m)
K → µn
on µn e´s el grup d’arrels n-e`ssimes de la unitat, que e´s isomorf a
(
Z/nZ
)×
.
El nostre objectiu e´s arribar a recuperar la llei de reciprocitat quadra`tica, pero` abans demostrarem una llei
de reciprocitat que valgui per a les extensions K( n
√
α)/K amb les que hem tractat, de les quals la quadra`tica
nome´s e´s un cas particular. Totes elles es poden demostrar com a consequ¨e`ncia de la llei de reciprocitat
d’Artin.
Teorema 6.5. (de reciprocitat de`bil) Sigui K un cos de nombres que contingui les arrels n-e`ssimes de la
unitat i L = K( n
√
α) amb α ∈ OK l’extensio´ amb la que hem estat treballant. Prenem tambe´ m un modulus
divisible per tots els primers que divideixen nα i assumim que Ker(ΨˆL/K) e´s un subgrup de congrue`ncia.
Aleshores, el segu¨ent diagrama e´s commutatiu
I
S(m)
K
ΨˆL/K′//
(
α
.
)
n
%%
Gal(L/K)
i

µn
Donat que el nucli e´s un subgrup de congrue`ncia (conte´ i(Km,1)), aquest diagrama indueix un morfisme
exhaustiu: (α
.
)
n
: I
S(m)
K /i(Km,1)→ G ⊂ µn
on G e´s la imatge de Gal(L/K) dins de µn.
Demostracio´. Donat p ∈ IS(m)K , hem de veure que ΨˆL/K( n
√
α) =
(
α
.
)
n
( n
√
α), ja que n
√
α e´s un generador de
l’extensio´. Per la definicio´ de l’aplicacio´ d’Artin sabem que aixo` equival a veure( p
L/K
)
( n
√
α) =
(α
p
)
n
( n
√
α).
Recordem que per la definicio´ de l’element
(
p
L/K
)
, aquest actu´a enviant( p
L/K
)
( n
√
α) = n
√
α
N(p)
mod p
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i dividint per l’element n
√
α obtenim(
p
L/K
)
( n
√
α)
n
√
α
= n
√
α
N(p)−1
=
(α
p
)
n
mod p
Pero`, com que l’element pertany a Dp aquesta igualtat a k tambe´ ho e´s a K. Tot aixo` ho podem fer ja que
l’extensio´ L/K e´s no ramificada sempre que n i p siguin coprimers.
Donat que l’aplicacio´ d’Artin e´s exhaustiva i que estem suposant que i(Km,1) ⊂ Ker(ΨˆL/K) ⊂ IS(m)K , el
s´ımbol de Legendre esdeve´ una aplicacio´(α
.
)
n
: I
S(m)
K /i(Km,1)→ IS(m)K /Ker(ΨˆL/K) G ⊂ µn
Corol·lari 6.2. (reciprocitat quadra`tica) Siguin p, q primers imparells diferents. Aleshores,(p
q
)(q
p
)
= (−1) (p−1)(q−1)4
Demostracio´. A la seccio´ introducto`ria ja haviem vist que aixo` equival a veure(p∗
q
)
=
(q
p
)
on p∗ = (−1) p−12 p.
E´s senzill veure, usant els ressorts de la teoria de Galois, que la u´nica subextensio´ quadra`tica de Q(ζp)
e´s Q(p∗). En l’exemple 5.2 hem vist com s’aplica la reciprocitat d’Artin sobre l’extensio´ Q(ζp) usant el
modulus m = p∞, i Ker ΨˆQ(ζp)/Q = i(Km,1), per tant el grup de Galois e´s isomorf al grup de classes de
modulus i ademe´s el nucli e´s un subgrup de congrue`ncia. Es pot demostrar que aixo` tambe´ val per qualsevol
subextensio´, per exemple per Ker ΨˆQ(p∗)/Q.
La llei de reciprocitat de`bil ens indica, doncs, que tenim un morfisme exhaustiu(p∗
.
)
2
: I
S(m)
Q /i(Qm,1) Gal(Q(p∗)/Q) = {±1}
Aquesta mateixa aplicacio´ la podem composar amb la aplicacio´ que envia a ∈ (Z/pZ)× a l’ideal aZ ∈
I
S(m)
Q /i(Qm,1), que induira` un isomorfisme. Aleshores, al composar aquests dos morfismes ens apareix un
nou morfisme (p∗
.
)
:
(
Z/pZ
)× → {±1}
Pero` com que ambdo´s grups so´n c´ıclics, la teoria de grups ens indica que nome´s hi ha un morifsme no trivial
d’aquest tipus. Tal i com hav´ıem definit el s´ımbol de Legendre a la primera seccio´, aquest tambe´ e´s un
morfisme no trivial entre aquests dos grups( .
p
)
:
(
Z/pZ
)× → {±1}
Aixo` implica que les dues aplicacions so´n iguals.(q
p
)
=
(p∗
q
)
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6.4 Generalitzacions de la teoria de cossos de classe
Durant tot el treball, hem descrit els elements de Frobenius
(
p
E/Q
)
, per a una extensio´ dels racionals E/Q.
La teoria de cossos de classe ens ha perme`s descirure aquests elements en el cas que l’extensio´ sigui abeliana.
La pregunta que sorgeix de manera natural e´s com generalitzar aquests resultats per a extensions no ne-
cessa`riament abelianes. Per aixo` cal introduir la nocio´ de representacio´ d’un grup G sobre un espai vectorial
V , com un morfisme ρ : G→ GL(V ) que ens permet veure el grup com a automorfismes de V .
Impl´ıcitament, hem estat fent aixo` per a les extensions de Q, ja que qualsevol morfisme σ : G→ C×, el podem
pensar com un cara`cter de Dirichlet χσ : (Z/NZ)× → C× per algun N > 0, de manera que σ(
(
p
E/Q
)
) = χσ(p)
per a tot primer p no ramificat en E. Aixo` es pot garantir gracies al teorema de Kronecker-Weber, ja que ens
premet garantir que el grup G conte´ algun subgrup de la forma (Z/NZ)× al estar E continguda en algu´n cos
cicloto`mic Q(ζN ). Donat que GL(C) ∼= C×, els cara`cters de Dirichlet es poden pensar com representacions
de Gal(Q(ζN )/Q) sobre l’espai vectorial unidimensional C. Per tant, les extensions abelianes corresponen a
les representacions unidimensionals.
El prpo`sit de les conjectures proposades per Robert Langlands e´s generalitzar aquesta ideal de les represen-
tacions dimensio´ n ≥ 2 de la forma σ : Gal(E/Q) → GLn(C), quan l’extensio´ amb la que tractem no e´s
abeliana. D’aquesta manera, redu¨ım el problema a estudiar els elements {σ(Frobp)} llevat de conjugacio´.
Una primera aproximacio´ e´s estudiar el polinomi caracter´ıstic els endomorfismes corresponents
det(idn−σ(Frobp)p−s),
i per aixo` s’introdueix l’anomenada se`rie L de Dirichlet
L(s, σ) =
∏
p
(
det(idn−σ(Frobp)p−s)
)−1
;
que generalitza les series habituals comentades en la seccio´ introducto`ria per als cara`cters de Dirichlet. La
definicio´ donada no e´s del tot correcta ja que s’ha d’incloure una petita modificacio´ pel que fa els primers
que ramifiquen.
Per a una extensio´ arbitra`ria E i una σ donada, Artin deriva` algunes propietats anal´ıtiques de L(s, σ), pero`
no descobr´ı l’ana`leg apropiat dels cara`cters de Dirichlet en el cas de dimensio´ 1. Anys me´s tard, Langlands
a¨ılla` la nocio´ de representacio´ automorfa per al grup GLn sobre els ade`les de Q, usant la teoria de formes
modulars. Dietmar, AF. A me´s, associa` funcions L amb aquestes representacions automorfes, generalitzant
aix´ı la nocio´ de funcio´ L de Dirichlet. Finalment, ell conjectura` que cada representacio´ n-dimensional d’Artin
σ (amb se`rie associada L(s, σ)) es correspon amb una representacio´ automorfa piσ de GLn amb la mateixa
se`rie L, que denotem L(s, piσ).
Pero` les conjectures proposades per Langlands es proposen anar una mica me´s enlla`: un dels seus objectius
era tambe´ relacionar objectes de naturalesa geome`trica (motius associats a varietats algebraiques), aritme`tica
(representacions de Galois) i de teoria de representacions (formes automorfes). Les funcions L actuen com a
lligam entre aquests objectes, i la geometria algebraica juga un paper central. Un exemple cla`ssic ho veiem
a la conjectura de modularitat que va permetre provar l’u´ltim teorema de Fermat: per una banda tenim un
objecte automorf (una forma modular), i aquest es correspon de forma natural amb un objecte geome`tric (una
varietat abeliana, que e´s una corba el·l´ıptica en el cas de que la forma modular tingui coeficients racionals) i
al mateix temps tenim una representacio´ de Galois associada a aquests objectes. El gran resultat de Wiles,
Taylor-Wiles i despre´s Breuil-Conrad-Diamond-Taylor va ser el veure que tota corba el·l´ıptica e´s modular,
e´s a dir, te´ associada una forma automorfa. En aquesta direccio´, un altre problema obert e´s l’anomenada
conjectura de Fontaine-Mazur. Suposi’s donada una representacio´
ρ : GQ → GL(V )
irreductible (amb cap subrepresentacio´ pro`pia ρ|W , per un subespai W ) i l-a`dica (sobre Ql), que ramifica
nome´s en un nombre finit de places, i de manera que ρ|GQl i complint unes certes condicions te`cniques.
Llavors, el que afirma e´s que existeix una varietat projectiva i llisa X/Q de manera que V e´s un subquocient
d’un cert grup de cohomologia de la varietat. Tots els resultats oberts que he presentat, que suposen
direccions importants en la teoria moderna de nombres, permeten veure la centralitat dels resultats que hem
demostrat tant per les seves implicacions dins la teoria de cossos com les consequ¨e`ncies geome`triques de tots
ells.
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